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FORMULAIRE. 



La nouvelle méthode n'exige que des calculs simples et à la portée 
de toutes les personnes qui possèdent les notions les plus élémentaires 
de la Gréomélrie, de la Trigonométrie, de l'Analyse et du Calcul différen- 
tiel et intégral. 

Pour faciliter le travail du lecteur, je donne ici les principales for- 
mules connues qui trouveront leur application dans le corps de cet Ou- 
vrage, et qui suffisent pour étudier fructueusement la belle science de la 
Mécanique. 

Je donne un assez grand nombre de valeurs pour les moments 
d'inertie, qui jouent un si grand rôle en Mécanique, dans le but d'éviter 
au lecteur des calculs fastidieux. 

Le lecteur . trouvera dans ce Formulaire des renseignements et des 
points de repère qui lui seront fort utiles. 



Valenrs diverses données par rezpérience. 

Hauteur moyenne du baromètre au niveau de la mer o".76o 

or, pression atmosphérique correspondante, par mètre quarré. i o , 333^* 

Densité (poids du mètre cube) du mercure, à zéro 13,696^^ 

Densité de Teau distillée^ à 4 degrés i ,000^' 

Densité de Tair, à la pression a et à la température zéro. . . i*"*. 2932 

a, coefficient de dilatation des gaz : . . 0.00367 

E, équivalent mécanique de la chaleur (moyenne ) 4^^*^™ 



Géométrie. 

TT, rapport de la circoiférence au diamètre 3 . 1 4i 59 

Grconférence de cercle de rayon r 2irr 

Surface du cercle de rayon r irr* 

Surface de la sphère de rayon r ^ 4^^*' 



n FomoLAns. 

Volume de la sphère de rayon r 4'^''* 

Surface de Tellipse dont les demi-axes sont a%ih vah 

Volume de l'ellipsoïde dont les demi-axes sont a^ 6 et c. • • pirate 

Cylindre vertical dont la hauteur est \ et la base tt r ' : surface. 2 n- rX 

Cylindre vertical dont la hauteur est \ et la base nr* : volume. nr^l 

Cône vertical dont la hauteur est \ et la base Ttr' : surface. . wr^/r'-^V 

7rr*X 
Cône vertical dont la hauteur est X et la base nr* : volume. . — rr- 



Trigonométrie. 

sm'fl + cos'« = I ; tanga = ; 

** cos« ' 

sin2a = 28ina cosA ; cos2« = cos'a — sin^a = acos'a — i ; 

sin— =1; cos- = o: arcsini = arccoso = — ; 

a ' 2 ' 2 

sm— = cos- = -TU ; sm'2r = -; COS-r = -vS. 

4 4 v^ 62 62'' 



Analyse. 

e, base des logarithmes Népériens 2.71828. ... 

Si a: = 1. j, on aura y = e*; 
/(*) =/(o)+/'(o)x+/'(o)^+y*(o)^+/"(o)j^+. . . i 

I <M twJi <mS <m4 

i-r^j ^2 8^16' 32^ 

r.4-(g)7 

Rayon de courbure ; . . . p = i= — ^^ — ^-i • 
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m 



Galcnl différentiel. 



d.yx 

dA.x 

d.suïx 

</.taiigx 



Xdx+xdjr; 
dx 

dx 

CQ%xdx\ 
dx 

COS' JT ' 



d,xf* = mx^'^dx; 
,1 dx 



d.cosx = — sinjr «i!r; 



^.arcsinors 



v/i- 



a:' 



Calcnl intégral. 



X'- 



x^dx = — i 



.llW-f __ ^~^"+*' 



;w + 



* Jx, yx 



r^t dx _^ I i^ ^ 



Jx. * ^. 



«/o 

o «/o 

Jr^i dx , /•'« //or 

' — 5- = tango:,; / = arcsmx,; 

o C08 X t/o y I — 07* 

Jf*^ dx . r ir 

, = arcsm- = - : 

y/r'-x' r a 

• J t/i 4- jr^. 



d[r 



= l.(fl+ax+2/ajr4-j:*) -f-C; 



Ç. 

/ dx I J /^r—y/x ^ 
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FORMULAIRE. 



llécaniqme. 

Lois fondamentales de la chute des graves dans lé vide. 

Un corps abandonné dans le vide à l'action de la pesanteur a par- 
couru, au bout de la première seconde de sa chute, une distance verti- 
cale égale à la moitié de 

g=z 9".8o88 

Au bout du temps t^ la distance verticale parcourue est 

I , 

On en déduit, pour la vitesse verticale acquise par le corps au bout 
du temps /, 

dz r^— 

"=;S = ^' = ^^^- 



Moments d'inertie. — Rayons de giration. 

Le moment d'inertie d'une ligne, d'une surface ou d'un solide est 
donné par la formule générale 

m masse du corps, 

r distance de Télément dm à l'axe de rotation, 

/* rayon de giration. 

1 2 3 - 







6 





Dans ces figures, Taxe de rotation est indiqué par la lettre 0. 
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I? Lignes, 

Ligne droite de longueur %k [fig, i) /• = — 

Circonférence de cercle de rayon r [fig. a) /• = r 

/• 
Circonférence de cercle de rayon r (fig. 3) /- = — . 

va 

Périmètre rectangulaire [Jlg, 4) ^ = — =■ 

2v^3 

Quand le rectangle devient carré k = — 

.... v/3 



Périmètre rectangulaire {Jig, 5) X = - \/ ^i' i 

Quand le rectangle devient carré X- = -p 

v/6 

2® Surfaces, ! ~] 



Ellipse (>^. 6) k= J^^ 

Quand Tellipse devient cercle de rayon r ^ = — 

Ellipse (y^'.y) X =- 

2 

Quand Tellipse devient cercle de rayon r X- = - 



Rectangle (>%^. 4) X- 






Quand le rectangle devient carré k ^ — 

v/6 

Rectangle [fig.S) X* = -A= 

2v/3 

Quand le rectangle devient carré X- = ^ 

2v/3 



Surface sphérique de rayon r X- 



= 'n/! 



\ 
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y* Solides. 

Parallélépipède rectangle dont les trois arêtes sont 

^, b et c, par rapport à Taxe de figure parallèle m 5 

à Tarête a X- = 4 / 

Quand ô = r k =z --=. 

Quand ô = c = « (cube) A =z ~ 

Ellipsoïde dont les trois demi-axes sont a, b et c, m — 

par rapport à Taxe a A == i /— 

Quand 6 = c (ellipsoïde de révolution) h ^ b i/^ 






Quand b = c'= a (sphère de rayon r) k 



= '-\/l 



Cylindre vertical, dont la hauteur est 'k et la base 
itr^, par rapport à son axe vertical k = —, 

Cône vertical, dont la hauteur est > et la base irr', <-^ 

par rapport à son axe vertical ^ = rW — 
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ERRATA. 



Pages — lignes 

i3 — 20 — ses deux formes, lise% : les deux formes. 

46 — 23 —- en kilogrammètres, lise%: comme quantité numérique. 

16 _ 32 — Pce, Zfee*: EPc6. 

il — 3 — une quantité numérique, Hse%: E et des quantitésnumériques. 

91 — 15 — tt}, lise% : u*. 

267 — 28 — V«, lUei : U«. 

275 — 5 — le comprimer, lise% : les comprimer. 

280 — 1 — la trouve, lise% : se troure. 

337 — i — 5x-, lise%:^>c-. 

2 2 2 2 



ff 



DIALOGUES 



SUR LA 



MÉCANIQUE 



DIALOGUE N" 1. 



Introduction. 



L'Auteur se présente à ses Lecteurs. 

PauL — Vous m'avez demandé, mon cher Emile; me vôîcl, 
que désirez-vous de moi? 

Emile. — Un sacrifice qui vous sera peut-être pénible : celui 
d'une partie de votre temps que vous savez si bien employer 
dans rintérêt de la science. Mais j'ai compté sur notre vieille 
et bonne amitié, et j'espère que vous ne me refuserez pas. 

Paul. — Vous ne vous êtes pas trompé, mon cher Emile ; et 
tout le temps dont je pourrai disposer vous appartient. Mais de 
quoi s'agit-il? 

Emile. — Permettez-moi d'abord de vous remercier. J'ai 
deux choses à réclamer de vous : une certaine dose de patience 
pour écouter la communication que j'ai à vous faire, et la plus 
grande franchise dans la manifestation de votre opinion. 

Paul. — La patience , je n'en aurai pas besoin, car je suis 
convaincu d'avance que votre communication sera intéres- 
sante. Quant à la franchise, je vous la promets. 

I 



2 DIALOGUE N' 1. 

Mais je suis impatient de connaître l'épreuve à laquelle vous 
allez me soumettre. 

Emile. — Il s'agit de ia science que vous professez si bien, 
de la science Olle de d'Alembert, de la Mécanique, enfin. 

Paul. — Comment, mon cher Pmile, vous vous occupez 
sérieusement de Mécanique! Mais où prenez-vous le temps 
nécessaire pour cela? 
Emile. — Je m'attendais bien im peu à celte question. 
Les théoriciens purs, comme vous, prennent insensiblement 
l'habitude de considérer la science comme une arche sainte 
dont la porte ne s'ouvre pas facilement pour des praticiens 
comme moi ; et je vois déjà la déflance poi nter dans voire esprit. 
Paul. — Dé trompez- vous, mon cber ami. Je ne suis nulle- 
ment aristocrate en matière de science. Je suis avant tout 
l'ami du progrès, et je professe même cette opinion : que la 
Mécanique, qui ne date en définitive que d'une centaine d'an- 
nées, est encore dans l'enfance. 

C'est donc un beau cbamp d'exploration pour les chercheurs; 
et comme je connais votre persistance dans le travail, croyez 
bien que je n'ai aucune idée préconçue défavorable sur la 
communication que vous voulez bien me faire. 

Mais comme je sais que vous avez été toujours très-occupé 
dans votre carrière d'ingénieur, soit en France, soit en Algé- 
rie, soit même à l'étranger, et que, depuis quelques années, 
vous vous consacrez avec ardeur à la question de venlilation 
par l'air comprimé, question qui présente un certain intérêt 
scientilîque à côté d'un grand intérêt humanitaire, je me suis 
permis de vous demander comment vous aviez trouvé le 
temps de vous livrer à une étude sérieuse de la Mécanique. 
Ne prenez pas, je vous prie, ma question en mauvaise part. 
Emile. — Je vous remercie, mon cher Paul, pour ces bon- 
nes paroles. 



INTRODUCTION. 3 

Yous^ôtes bien rhomme du progrès^ exempt de ces préjugés 
de caste qu'on rencontre quelquefois chez les savants. En ami 
véritable de la science^ vous désirez avant tout la voir progres- 
ser, de quelque côté que vienne l'impulsion. 

Eh bien, j'ai cherché de mon côté à faire faire un pas en 
avant à cette noble science de la Mécanique. J'apporte aujour- 
d'hui ma pierre pour l'agrandissement de Pédifice que vous 
reconnaissez tout le premier comme incomplet. 

Vous savez que depuis ma sortie de l'École Polytechnique, 
je n'ai jamais abandonné la science que j'ai toujours aimée. J*y 
suis revenu, quand mes travaux d'ingénieur me l'ont permis. 

Paul. — Je connais l'ouvrage que vous avez publié sous le 
titre : a Calcul des ponts métalliques à poutres droites et conti- 
nues ; » et cette publication seule suffirait pour prouver votre 
amour de la science, car elle a dû vous coûter beaucoup de 
travail. 

Emile. — C'est vrai; mais je ne regrette pas mon travail en 
pensant à celui que j'ai évité et que j'évite tous les jours aux 
ingénieurs qui construisent de grands ponts métalliques. 

J'ai composé du reste cet ouvrage à la fin de mon séjour en 
Russie, alors que les travaux confiés à ma direction touchaient 
à leur terme, ce qui me laissait quelques loisirs. 

A mon retour de Russie, j'ai pris la direction de la Compa- 
gnie des chemins de fer de la ligne d'Italie. Cette ligne doit un 
jour traverser les grandes Alpes au Col du Simplon. 

J'ai dû, en conséquence, étudier les divers moyens de traver- 
ser ces hautes montagnes en chemin de fer. Cette étude m'a 
naturellement conduit au Mont-Ccnis, que les ingénieurs italiens 
percent aujourd'hui avec la force de l'air comprimé. 

Paul. — Mais, si je ne me trompe, le projet que vous avez 
présenté pour le Simplon n'a aucun rapport avec le tunnel du 
Mont-Cenis. 



i 
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4 DIALOGLE K° 1. 

Emile. — Sans doute, le projet que j'ai étudie, avec le con- 
cours de M. Leliaître, comportant un tunnel de faîte de 5 kilo- 
mètres avec puits, et pouvant être exécuté dans l'espace de 

5 années, n'a aucun rapport avec le système du Mont-Cenis, où 
l'on a entrepris un percement de plus de 12 kilomètres sans 
puils, et dont l'exéculion aura exigé pour le moins une douzaine 
d'années. 

Mais quand un ingénieur étudie un projet, il doit connaître 
toutes les solutions, pratiquées jusqu'à ce jour, de la question 
dont il s'occupe. 

Voilà pourquoi je suis allé étudier sur les lieux la solution 
du Monl'Cenis. 

Ce qui m'a le plus frappé, dans l'exécution de ce gigantesque 
travail, c'est le parti que M. Sommelier a su tirer de l'air com- 
primé qui, fabriqué aux tètes du souterrain, se transporte de 
lui-même au fond des galeries où il apporte en même temps, 
et la force nécessaire pour percer le rocher, et l'air nouveau 
destiné à remplacer l'air vicié par la respiration des ouvriers, 
par les appareils d'éclairage et surtout par les gaz provenant de 
la déflagration de la poudre. 

J'ai compris ce jour-là qu'on pouvait attendre d'aulres ser- 
vices de l'air comprimé, et j'ai emporté avec moi la résolution 
ferme d'étudier toutes ses propriétés, 

Ayant donné, quelque temps après, madémission de directeur 
de la ligne d'Italie, en voyant l'exécution du passage du Simpion 
indéOniment ajournée, j'ai pu m'occuper à loisir de la question 
del'air comprimé au double point de vue théorique et pratique. 

J'ai entrepris, avec le concours de MM.Leliaitreet Jnllienne, 
une série d'expériences sur l'air comprimé, qui, après des pha- 
ses diverses, nous ont conduit à une application de l'air com- 
primé à la ventilation, application que je crois appelée à ren- 
dre service à l'humanité. 
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Paul. — C'est aussi mon airis et celui de beaucoup de per- 
sonnes compétentes. 

Il est notoire que les moyens que nous possédons aujour- 
d'hui pour aérer nos hôpitaux, nos théâtres^ nos ateliers et en 
général tous les locaux contenant un grand nombre de per- 
sonnes, sont insuffisants. 

Votre système^ basé sur la force de l'air comprimé, qui se 
transporte d'elle-même et peut se diviser à volonté pour pro- 
duire en un point quelconque un entraînement considérable 
d'air atmosphérique, peut résoudre avec une grande facilité 
tous les problèmes de ventilation, si compliqués qu'ils soient. 

Emile. — Je vous remercie pour votre appréciation. Vous 
m'avez promis de la franchise, je me plais à croire que vous 
n'en manquez pas en cette circonstance. 

Je reviens à mon historique. 

En même temps que nous faisions nos expériences , je 
cherchais la loi théorique, de la compression et de la détente 
de l'air. 

Ce qui existe aujourd'hui comme théorie, sur ce sujet, était 
loin de me satisfaire. 

Il me semblait qu'il devait y avoir là des lois très-simples, 
comme toutes les grandes lois de la Nature; et je ne trouvais, 
dans les Traités de Mécanique, que des formules transcendantes 
sur lesquelles les auteurs ne sont même pas d'accord. 

Ce qui me semblait le plus étrange, c'était de ne point voir 
ressortir de ces calculs la loi de Mariotte, qui cependant ne peut 
être qu'une loi mécanique. 

Paul. — La loi de Mariotte est une loi physique qui est sor- 
tie de l'expérience, comme bien d'autres. Pourquoi voulez-vous 
que ce soit une loi mécanique ? 

Emile. — Et pourquoi la formule de Mariotte n'exprimerait- 
elle pas une loi mécanique ? 
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Je VOUS donnerai du reste, quand le moment sera venu, la 
démonstration théorique de celte formule, qui appartient véri- 
tablement au domaine de la Mécanique, bien qu'elle porte le 
nom d'un physicien. 

Paul. — Je prends acte de votre déclaration. Mais je dois 
vous faire remarquer des à présent que les expériences récen- 
tes de M. Regnault enlèvent à la loi de Mariolle le caractère 
d'exactitude mathématique (]ue vous lui attribuez. 

Emile. — Vous reconnaîtrez avec moi, je l'espère, que les 
écarts, nettement accusés par ces belles expériences, ont leur 
raison d'être,- qu'ils n'infirment nullement la loi de Mariolle 
considérée au point de vue mécanique, et qu'ils en sont au 
contraire une vérification remarquable, pour les gaz perma- 
nents. 

Paul. — Eb bien, mon cher Emile, vous me faites un bien 
grand plaisir en parlant ainsi. Si les résultats que vous annon- 
cez se vérifient, vous aurez fait disparaître une incertitude qui 
pèse aujourd'hui sur la science. 

Emile. — Cette incertitude dont vous parlez, je l'ai éprouvée 
moi-même pour d'autres points du domaine de la Mécanique 
physique. Elle me pesait peut-être plus qu'à tout autre; car 
j'aime avant tout les solutions simples et précises. 

C'est alors que j'ai passé en revue la Mécanique en général, 
et qu'après 6 années d'un travail soutenu, je suis arrivé à 
éclaircir quelques points douteux, à simplifier les solutions 
connues, à affranchir la Mécanique des calculs savants et com- 
pliqués, à trouver quelques rùsullals nouveaux. 

Voilà, mon cher Paul, comment j'ai été conduit â m'occu- 
per sérieusement de Mécanique. 

Vous verrez qu'on peut enseigner celte belle science beau- 
coup plus simplement qu'on ne le fait aujourd'hui, et qu'il 
suffira à nos auditeurs des connaissances les plus élémentaires 
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en Géométrie^ Trigonométrie^ Algèbre et Calcul différentiel^ 
pour nous comprendre parfaitement. 

J'espère que vous apprécierez ma nouvelle méthode. 

Paul. — Voici en effet un programme qui est loin d'être 
effrayant. Vous éliminez les formules compliquées^ et vous 
promettez des nouveautés. 

Yous piquez vivement ma curiosité , et il me tarde de con* 
naître votre secret; car vous devez en avoir un pour simplifier 
ainsi toutes choses. 

Emile. — Tout mon secret consiste en ceci : Généraliser le 
grand principe énoncé pour la première fois par d'Alembert, 
et sur lequel est fondé tout l'édifice actuel de la Mécanique. 

A notre prochaine réunion, je discuterai avec vous le prin- 
cipe général dont il s'agit^ ainsi que la forme analytique que 
Lagrange lui a donnée le premier. 
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Le grand principe de d'Alembert. 



Discussion du principe de d'Alembert et de Téquation générale de la 
Mécanique. — Généralisation du principe qui contient en germe Tidée 
fondamentale en vertu de laquelle le travail mécanique se transforme 
et ne s'anéantit pas. 

Emile. — Énoncer le principe fondamental de d'Alembert 
d'une manière brève et précise n'est pas chose très-facile. 

Les définitions que nous trouvons dans le Trailé de Dyna- 
mique de d'Alembert^ qui date de 1758^ dans la Mécanique 
analytique de Lagrange^ dans la Mécanique rationnelle de 
Poisson^ et dans les traités plus récents de MM. Duhamel et 
Delaunay^ ne sont pas les mêmes dans la forme, quoique par- 
faitement concordantes dans le fond. 

Je ne puis mieux faire, pour poser la question, que de citer 
celle de d'Alembert lui-même. La voici textuellement : 

« Dans le système de plusieurs corps qui agissent les uns 
♦ sur les autres, si l'on décompose les mouvements A, B, fc, ... 
vK imprimés à chaque corps, chacun en deux autres^ a, a; b,^; 
** ^ T* *•• » ^^^ soient tels, que si Ton n'eût imprimé aux corps 
»*i v|»è les mouvements a,&, c, ..., ils eussent pu conserver ces 
v^ ittkHlTenients sans se nuire réciproquement, et que, si on ne 
vv l^t <Hkt imprimé que les mouvements a, p, y, ..., le système 
v^ ttXii ^meuré en repos, il est clair que a, 6, c, ... seront les 
si uhn^^'ittttiHils que ces corps prendront en vertu de leur 
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Paul. — Je préfère celle de Poisson, qui consiste à dire tout 
simplement : que les forges perdues dotrenUe faire équilibre^ 
en un moment quelconque, dans le système en mouvement. 

Emile. — Elle est plus brève, sans aucun doute ; mais est-elle 
plus claire ? Avons-nous^ pour la comprendre, une idée suffi» 
samment précise du mot force, que d^Alembert qualifie lui- 
même de terme obscur? 

Paul. — Si le terme de force vous paraît obscur, on peut, 
comme Poisson le fait lui-même, remplacer cette expression 
par celle de quantité infiniment petite de mouvement. 

Nous dirons alors qu'il doit y avoir équilibre entre toutes les 
quantités infiniment petiles de mouvement qui ont été perdues ' 
ou gagnées par les différents corps du système, pendant l'ins- 
tant dt. 

Emile. — Pour que cela revienne absolument au même, il 
faut que vous admettiez que la force est le coefficient difi'éren- 
tiel de la quantité de mouvement, de telle sorte que si nous 
désignons par M une masse quelconque en mouvement, par V 
sa vitesse au bout du temps t, la quantité de mouvement Q 
ayant pour expression 

Q=MV, 
Texpression de la force F sera 

Paul. — Je vous concède celle expression analytique de la 
force, puisqu'elle nous donne 

m 

définition analytique admise par tous les auteurs. 
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Emile. — Prenez garde^ tous allez peut-être un peu trop 
loin dans vos concessions. 

Le coefficient différentiel -77 n'est égal à M -7- que dans le 

at at 

cas où la masse M en mouvement est constante. 

Si cette masse est variable, soit avec la distance parcourue^ 

soit avec le temps, vous aurez 

at dt at 

La force se composerait alors de deux termes. 

Paul. — Ceci est une innovation^ et je fais à ce sujet toutes 
réserves. 

Emile. — Du reste, comme nous devons revenir bientôt sur 
ce point important^ je vous propose de ne pas pousser plus 
loin^ quant à présent^ cette discussion sur la valeur analytique 
de la force. 

Constatons toutefois^ en passant, que le philosophe d'Alem- 
bert devait avoir ses raisons quand il qualifiait la force de 
terme obscur^ et revenons à son grand principe. 

Je croyais trouver^ dans son Traité de Dynamique, le prin- 
cipe revêtu de sa forme analytique. 

Hais d'Alembert se contente de renoncer et de l'appliquer à 
une série de problèmes. 

Si je ne me trompe^ c'est Lagrange qui le premier a mis le 
principe en équation^ en exprimant que la somme des moments 
virtuels des forces perdues est nulle. 

En combinant ainsi le principe de d'Alembert avec celui des 
vitesses virtuelles, Lagrange a constitué ce qu'on nomme Té- 
quation générale de la Mécanique^ dont la forme la plus usitée 
est la suivante: 
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m est la masse de l'un des corps en mouvement ; ^ 

x,yeiz sont ses coordonnées au bout du temps t; 

X, Y^ Z sont les composantes de la force motrice qui agit sur 
la masse m ; 

^x, oy et 8js sont les déplacements virtuels de la masse m^ 
suivant les trois axes des x, des y et des z. 

Paul. — Eh bien, cette équation générale exprime claire- 
ment que les forces perdues se font équilibre sur le système 
en mouvement. 

Quelle est en effet la force perdue par la masse m au bout du 
temps t? C'est la résultante des trois forces 

^-"*d?' ^-"»d#' ^-"^d?' 

attendu que cette force perdue est la différence entre les forces 
accélératrices ou motrices X, Y et Z, et les forces dues au mou- 
vement qui ont pour expression 

d^x d^y . d^z 
dl^ dl^ dl* 

En égalant à zéro le produit de ces forces perdues ou gagnées 
par leurs déplacements virtuels ^x, 8y et ^z, on exprime 
qu'elles se font équilibre^ en vertu du principe des vitesses 
virtuelles. 

G^est ainsi que le problème d'un système de corps en mou- 
vement se trouve ramené à une question de statique. 

Quelle objection avez-vous donc à faire à cette équation gé- 
nérale ? 

Emile. — Je me propose tout simplement d'examiner avec 
vous jusqu*à quel point elle permet de résoudre les divers pro- 
blèmes de Mécanique qui sont posés journellement devant nos 
yeux^ en un mot jusqu'à quel point elle est générale. 
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Constatons d'abord que celte équation, telle qu'elle est posée, 
suppose nécessairement que toutes les masses du système sont 
constantes. 

Paul. — Je vous accorde cela. Mais n'est-ce pas le cas de la 
majeure partie des problèmes de la Mécanique, et de tous les 
problèmes de la Mécanique céleste? 

Emile. — Votre observation est très-juste en ce qui toucbe 
les masses en mouvement de notre système planétaire; et je 
reconnais avec vous que l'équation générale que nous discu- 
tons en ce moment permet d'aborder tous les problèmes 
d'Astronomie. 

Mais, si vous descendez à la surface de notre globe, vous 
reconnaîtrez de suite que, dans un grand nombre de cas, les 
masses en mouvement ne sont pas constantes. 

Une chaîne, par exemple, qui se déroule ou se masse, cons- 
titue toute une série de problèmes qui sont inabordables avec 
l'équation de Lagrange. 

Paul. — permettez; il me semble que vous êtes ici dans 
l'erreur. Vous trouverez dans les traités de Mécanique la solu- 
tion exacte du problème d'une chaîne homogène qui se dé- 
roule sur deux plans inclinés. 

Emile. — Oui, certainement; mais il s'agit alors d'une chaîne 
dont la longueur est ûxe, et par conséquent d'une masse en 
mouvement qui ne varie pus. Ce n'est pas le cas auquel je fais 
allusion, j'ai voulu parler d'une chaîne dont la masse en mou- 
vement est variable. 

Dans tous les problèmes de l'écoulement des fluides vous vous 
ti'ouvez en présencede masses en mouvement qui sont variables. 

Comment tes résoudre avec une équation qui ne s'applique 
qu'à des masses constantes î 

Vous voyez donc bien, mon cher Paul, qu'une foule de pro- 
blèmes, et des plus intéressants au point de vue industriel et 



^ 
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pratique^ échappe à l'équation générale de la Mécanique^ telle 
que l'a posée Lagrange. 

Paul. — Je voudrais bien savoir comment vous l'auriez posée 
à sa place. 

Emile. — Je ne l'aurais pas posée du tout, attendu qu'elle 
restreint considérablement le champ des applications du grand 
principe de d'AIembert. 

Remarquez du reste que d'Âlembert lui-même s'est gardé 
de la poser ; et certes ce n'est pas la science de l'analyse qui 
lui faisait défaut. 

Ce n'est pas le principe qui manque de généralité, c'est la 
formule. 

Dans le principe se trouve la clef de tous les problèmes de la 
Mécanique^ et^ pour la trouver^ il suffira de définir le principe 
d'une manière plus générale qu'on ne l'a fait jusqu'à présent. 

Ce grand principe, considéré dans toute sa généralité, signi- 
fie en définitive que dans un système en mouvement, il ne 
peut y avoir awcwnc perle de force ^ ou plutôt, pour employer la 
véritable expression, aucune perte de travail. 

A l'époque où d'Alembert écrivait, la notion du travail méca- 
nique^ qui se mesure par l'élévation d'un poids à une certaine 
hauteur, et dont l'unité est le kilogrammètre, était alors peu 
répandue dans les esprits. On se préoccupait de la force simple 
dont on n'avait pas encore une idée bien claire, comme d'Alem- 
bert lui-même en convient. On connaissait mieux la quanlité de 
mouvement qui est plussaisissable pour l'intelligence humaine. 
On commençait à distinguer les forces vives des forces mortes. 
L'expression de travail ne se rencontre pas dans les anciens 
ouvrages de Mécanique. 

J'expliquerais volontiers ainsi pourquoi la grande loi trou- 
vée par d'Alembert n'a pas été énoncée, dès l'origine, avec 
toute la généralité qu'elle comporte. 
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Paul. — Je commence à être un peu de votre avis. 11 y avait 
deux hommes dans d'Alembert : le philosophe et le géomètre. 
Je serais disposé à croire que le grand principe, dont toute la 
portée n'a pas été comprise tout d'abord, est surtout Tœuvre 
du philosophe. 

J'entends parler vaguement de la permanence, de la conser^ 
vation du travail, comme s'il s'agissait d'une nouveauté scien- 
tifique. Il n'y a ici de nouveau que les mots, et je suis d'accord 
avec vous pour faire remonter Tidée à d'Alembert. 

Emile. — Oui, certainement. Son principe contient en germe 
la solution de tous les problèmes de la Mécanique. Hais il ne 
faut pas commencer par TétoufTer par l'analyse, en le renfer- 
mant dans une formule prétendue générale. Au lieu de le res- 
treindre, il faut le développer. 

Nous voici donc d'accord sur ce point important : que le 
principe de d'Alembert n'est autre en définitive que le principe 
de la conservaliouy de la permanence, de Vindestruclibilité du 
travail mécanique. 

Le travail méganique se «transforme, mais il ne s'anéan- 
tit PAS. 

Si donc je considère un système de corps en mouvement, et 
si je constate dans ce système, et à une époque quelconque, 
une certaine quantité de travail, sous quelque forme que ce 
soit, je dois, à une autre époque quelconque du mouvement, 
retrouver cette même quantité de travail, sous quelque forme 
que ce soit. 

Paul. — Voici une nouvelle définition du principe de d'A- 
lembert qui certes ne manque pas de généralité, mais qui 
manque peut-être de précision. 

Comment constalerez-vous que le travail s'est transformé ? 
Comment l'évaluerez-vous sous la nouvelle forme qu'il aura 
prise? 
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Emile. — Si j'avais réellement un secret pour résoudre les 
problèmes de Mécanique^ comme vous paraissiez le croire à 
notre premier entretien^ ce serait justement dans l'évaluation 
du travail transformé qu'il consisterait. Car toute la question 
est là. 

Vous verrez quMl n'y a pas besoin de secret pour cela, et que 
le simple raisonnement suffira. 

Mais avant d'aborder cette question de transformation, nous 
examinerons, si vous le voulez bien, un point important qui 
laisse ordinairement un certain trouble dansTesprit des élèves 
qai apprennent la Mécanique. 

Nous comprenons tous très-bien que si une masse est en mou- 
vement, avec une vitesse variable d'un instant à Taulre, cet 
effet ne peut se produire qu'en vertu d'une force quelconque. 
En effet, si aucune force n'agissait sur le mobile, il n'y aurait 
aucune raison pour que son mouvement fût accéléré ou 
retardé, et sa vitesse serait uniforme. Nous comprenons 
même que cette force ait pour valeur le produit de la masse 
par l'accélération de la vitesse, quand la masse reste constante. 

Ainsi, pour ce qui est des forces dues au mouvement, où, si 
vous voulez, qui résultent du mouvement, lesquelles ont pour 
expression, dans l'équation générale de la mécanique 

d^x d*y d^z 

""dT^' *"df'' ""dT-' 

il ne saurait y avoir aucune incertitude dans nos esprits. 

Hais quelles sont ces forces, accélératrices ou motrices, 
X, Y, Z, qui agissent sur chacun des corps du système? D'où 
proviennent-elles? 

Voilà des questions que je me posais quand j'étais sur les 
bancs de l'École Polytechnique. J'aurais voulu être fixé sur la 
nature, le nombre et l'intensité de ces forces. J'avoue que ceci 



me troublait singulièrement. Ces forces X, Y, Z m'apparais- 
saienl comme des sphynx dont je ne pouvais pénétrer le secret. 
Je comprenais Irès-bieu que la pesanteur devait nécessaire- 
ment faire partie du cortège de ces forces motrices. Mais la 
pesanteur agit toujours verticalement. Elle n'u pas de compo- 
santes suivant les axes des x et des j/. \\ y avait donc nécessai- 
rement d'autres forces motrices que la pesanteur; sans celalts 
géomètres analystes n'auraient pas introduit X et Y dans la 
formule générale delà Mécanique, surtout quand il s'agit d'un 
système en mouvement à la surface de notre globe. 

Eh bien, pour que ces fantômes de forces motrices n'effrayent 
pas les personnes qui voudront bien assister à nos entretiens, 
nous leur dirons de suite, si tous êtes de mon avis, que tant 
que nous ne nous éloignerons pas de !a surface de la terre que 
nous habitons, les corps solides, dont nous étudierons les mou- 
vements, ne peuvent être soumis qu'à l'action d'une seule force 
motrice qui est la pesanteur, et dont la valeur est vnq, si dans 
leur mouTem(3nt ils n'éprouvent aucune déformation. 

Paul. — Permettez-moi de vous arrêter ici. Vous me parais- 
sez trop absolu dans votre conclusion. Vous éliminez la force 
centrifuge, par exemple- 
Emile. — La force centrifuge n'est pas une force motrice. 
C'est une force due au mouvement circulaire d'un corps autour 
d'un axe. Son action cesse dès que le corps esl en repos, tan- 
dis que celui de la pesanteur persiste toujours, que le corps soit 
en repos ou en mouvement. 

Ce qui caractérise la force motrice, c'est la persistance de 
sou action, fl est bien entendu enlre nous, qu'en employant le 
terme de force motrice, je désigne une force dont l'unilé est 
le kilogramme, et qu'il ne faut pas confondre celle expression 
avec celle de ^orce motrice qu'on emploie dans l'industrie pour 
indiquer la puissance d'une machine. 
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La force motrice agit donc constamment sur le corps^ que 
celui-ci soit en mouvement ou en repos. Dans ce dernier 
cas^ on la désigne ordinairement sous le nom de force 
dHnerlie. 

Or^ je TOUS le répète^ quand il s'agit de corps solides^ et qu'il 
n'y a pas déformation^ je ne vois qu'une seule force motrice^ 
qui est la pesanteur. 

Paul. — Et pourquoi faites-vous une réserve pour le cas de 
la déformation ? 

Emile. — Parce qu'en déformant un corps^ on peut lui com- 
muniquer, dans certains cas ^ une force motrice spéciale en 
vertu de laquelle il pourra prendre un mouvement particu- 
lier pour revenir à sa forme primitive. C'est ce que nous au- 
rons l'occasion d'examiner dans la suite. 

Paul. — Et la force magnétique? 

Emile. — Je reconnais cette fois la justesse de votre obser- 
vation. Il y a évidemment dans les phénomènes causés par 
l'électricité une force qu'on ne peut qualifier autrement que 
de force motrice. Mais comme la loi de son action nous est 
encore inconnue jusqu'à présent, nous n'aborderons aucun 
des problèmes de Mécanique dans lesquels celte action pourrait 
se manifester. 

Je termine ici ma digression sur les forces motrices, -dont 
le but principal était de rassurer d'avance nos auditeurs sur 
les obstacles que nous allons rencontrer en pénétrant dans le 
champ de la Mécanique. 

Je reviens maintenant à la question de transformation du 
travail. 

Je me propose de considérer le travail sous quatre formes 
différentes : 

La forme siatiqi^e, 

La forme dynamique, 

2 
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La foime élastique, 

La forme calorifique. 

Je ne prétends pas dire que ces quatre formes soient les 
seules sous lesquelles le trayafl se rencontre. 

n y a évidemment une forme électrique. Hais Fétat actuel 
de la science, ou, pour parler plus exactement, la somme de 
mes connaissances en électricité, ne me permet pas d'évaluer 
le travail électrique en kilogrammètres. 

Le travail se présente peut-être également sous la forme 
lumineuse. Mais quel moyen avons-nous aujourdliui de l'éva- 
luer sous cette forme ? 

Je me bornerai donc aux quatre formes que je viens dlndi- 
quer, parce que, dans l'état de nos connaissances actuelles, il 
nous est possible d'évaluer le travail sous Tune quelconque de 
ces quatre formes, du moins dans un grand nombre de cas. 

Je vous propose de remettre cette question à notre prochaine 
séance . 
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La transformation du trayail (4r« 'partie). 



Le travail considéré sous la forme statique et sous la forme dynamique» 
— Magasins de travail. — Forces vives. — Moments d'inertie. — 
Magasin de travail statique, dynamique et tournant. 

Emile. — Considérons un corps quelconque dont le poids 
est P^ en équilibre sur un plan horizontal ÂB (fig. i). 



Fig. 1. 



ik 



B 



Si j*élève ce corps à une hauteur verticale A, en ayant soin 
que dans ce mouvement tous ses points décrivent des lignes 
parallèles à celle parcourue par le centre de gravité, et si je le 
maintiens, par un moyen quelconque, dans sa nouvelle posi- 
tion, il est clair que j^aurai communiqué au corps dont il s'a- 
git une certaine quantité de travail dont la valeur exprimée 
en kilogrammètres sera P A, par rapport au plan horizontal AB 

pris comme plan de comparaison. 

2. 
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Cette quantité de travail P A se présente sous la forme sta- 
tique. Elle est due à Faction de la pesanteur. 

La forme statique sera toujours celle sous laquelle se présen- 
tera le travail, estimé par rapport à un plan horizontal que 
Ton aura choisi comme plan de comparaison, quand ce travail 
sera dû à l'action de la pesanteur. 

A cette quantité de travail, qui se trouvera ainsi consti- 
tuée, sous la forme statique, je donne le nom de magasin de 
travail statique^ ou plus simplement de magasin statique, et 
je la désigne par la lettre S. 

Paul. — Je comprends parfaitement votre idée. Mais le terme 
de magasin ne me semble pas très-heureusement choisi. 

Emile. — Si vous pouvez m^indiquer une autre expression 
moins vulgaire et capable de rendre clairement Tidéè que tous 
nos auditeurs saisissent parfaitement^ je suis tout disposé à 
l'adopter. 

Paul. — Je cherche et je ne trouve pas. Notre langue fran- 
çaise est si pauvre I Va donc pour le magasin de travail. 

Emile. — Je représente, dans les figures qui suivent, diffé- 
rents aspects du magasin de travail statique, par rapport au 
même plan horizontal de comparaison AB. 



Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 



Fig. 5. 



Fig. 6. 




La fig, 2 représente une barre homogène faisant un angle a 
avec le plan de comparaison et ne reposant sur ce plan que par 
un seul point a. 

Si je désigne par X la longueur de la barre et par p son poids 
par mètre courant, il est clair que le magasin statique dont il 
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s'agit aura pour valeur 

^ pVsina 
o= * 

2 

c'est-à-dire le produit du poids pi de la barre par la hauteur 
de son centre de gravité au-dessus du plan de compa- 
raison. * 

La fig- 3 représente une portion de chaîne homogène de lon- 
gueur 1, qui était primitivement massée en b sur le plan hori- 
zontal de comparaison^ et qui se trouve tendue verticalement 
par un moyen quelconque. 

Sip désigne le poids par mètre courant de cette chaîne, il 
est clair que nous aurons là un magasin statique dont la valeur 
est 

2 

La /!gf. 4 représente un pendule composé pouvant tourner 
librement autour de Taxe âxe o. Quand le pendule est dans la 
position verticale^ qui correspond à son équilibre^ le centre 
de gravité g se trouve sur le plan de comparaison ÂB, et le 
système ne contient aucun magasin statique par rapport à ce 
plan. Mais^ si je fais décrire au pendule un angle oc avec la 
verticale^ je constituerai un magasin de travail statique dont 
la valeur sera 

S = P^(i — cosa), 

en désignant par P^ le poids du pendule^ et par \ la distance ay 
comprise entre les centres de suspension et de gravité. 

La fig. 5 représente un corps^ supposé réduit à on point 
matériel de masse m, qui glisse sur une courbe ou sur une 
surface^ tangente ou non au plan AB. 
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Si je considère la masse m en mouvement, au moment où 
sa distance ferlicale au-dessus du plan de comparaison est s. 
il est clair que le magasin statique qu'elle possédera en ce mo- 
ment sera 



= mgz. 



La Jî^. 6 représente une masse liquide et homogène cont&"1 
nue dans un vase prismatique. 

Soit h la hauteur du liquide dans le vase, u la section hori- 
zontale du vase prismatique et p la densitc (poids du mètre 
cube) du liquide homogène. 

Si l'on enlevait les parois verticales du vase, le liquide se 
répandrait sur le plan horizontal et 3 formerait une nappe sans 



\ 



Il contient donc, dans la position qu'il occupe, un certain 
magasin de travail statique égal au produit de son poids puA 

par la hauteur - de son centre de gravité au-dessus du pi 

de comparaison, et dont la valeur est par conséquent 



>la]J 



Je crois inutile de citer d'autres exemples pour faire com- 
prendre à nos auditeurs en quoi consistent les magasins de 
travail statique. 

Paul. — Ainsi, si je vous ai bien compris, tout corps pesant 
en repos possédera un magasin de travail statique, s'il est supé- 
rieur à un plan horizonlal de comparaison. Celle quantité de 
travail, due à l'action de la gravité, sera proportionnelle au 
poids P du corps, ainsi qu'à la hauteur h du centre de gravité 
au-dessus du plan de comparaison, et aura pour valeur Pft. 

Emile. — C'est bien cela. Seulement il n'est pas nécessaire 
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que le corps soit en repos pour contenir un magasin étatique 
de travail. Tout corps pesant en mouyement, et supérieur au 
plan de comparaison, possédera également un magasin statique 
qui restera constant^ si le corps se meut horizontalement; qui 
augmentera^ si le mobile s'élève au-dessus du plan ; qui dimi- 
nuera^ si le mobile se rapproche du plan ; qui s'annulera, quand 
le mobile aura atteint le niveau du plan^ et qui deviendrait 
négatif^ si le mobile passait au-dessous du plan. 

Paul. — Ainsi un magasin de travail statique peut devenir 
négatif ? 

Emile. — Hais ceci est évident de soi-même. Seulement on 
pourra toujours éviter dans les applications les magasins sta- 
tiques négatifs, en choisissant convenablement le plan de com- 
paraison AB dont la position est arbitraire. 

Je passe maintenant à la considération du travail sous la 
forme dynamique. 

Considérons une masse m en mouvement^ à Tinstant où la 
vitesse de son centre de gravité est v. 

11 est évident à priori que cette masse en mouvement con- 
tient en elle-même, outre son magasin de travail statique par 
rapport au plan de comparaison, une autre quantité de travail' 
complètement indépendante de la pesanteur et uniquement 
due au mouvement. 

Cette nouvelle quantité de travail se présente sous la forme 
dynamique. 

Elle peut être variable d'un instant à Tau Ire. Je me propose 
de l'évaluer analytiquement pendant un instant quelconque di 
de la période du mouvement. 

Deux cas sont à considérer. 

Si pendant IMnstant dt, une molécule quelconque du corps 
décrit un élément de trajectoire parallèle et égal à celui du 
centre de gravité, nous dirons que le corps se meut parallèle- 
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ment à lui-même^ comme si toute sa masse était concentrée au 
centre de grayité. C'est le premier cas^ dans lequel le magasin 
de travail dynamique est unique. Ce sera le magasin dyna- 
mique du centre de gravité, ou plus simplement le magasin 
dynamique. 

Si pendant l'instant dt, une molécule quelconque ne décrit 
pas un élément de trajectoire égal et parallèle à celui du centre 
de gravité, c'est qu'alors^ indépendamment du mouvement de 
translation général^ le corps aura exécuté, pendant l'instant d^^ 
un mouvement de rotation autour d'un axe passant par le cen- 
tre de gravité^ dont la direction pourra varier d'un instant à 
l'autre^ et que pour celte raison on désigne sous le nom d'axe 
instantané de rotation. Dans ce second cas, le corps possédera, 
indéi^endamment du magasin dynamique du centre de gra- 
vité, une seconde quantité de travail également à l'état dyna- 
mique^ et que je distinguerai de la première^ en la désignant 
sous le nom de magasin dynamique tournant, ou plus simple- 
ment^ magasin tournant. 

Un corps en mouvement peut posséder Tun quelconque de 
ces deux magasins de travail^ ou tous les deux en même temps. 

Un cube glissant parallèlement à lui-même sur une surface 
plane ou courbe n'a d'autre magasin dynamique que celui de 
son centre de gravité. 

Hais si nous substituons une sphère roulante au cube, ce 
nouveau mobile possédera en outre un magasin tournant. 

Si maintenant nous considérons le volant d'une machine 
tournant autour d'un axe fixe^ le centre de gravité du corps 
restant immobile, nous ne trouvons plus que le magasin dyna- 
mique tournant. 

Je vais d'abord considérer le premier cas^ pour en déduire 
la valeur du magasin dynamique du centre de gravité. 
. Ce magasin dynamique est évidemment fonction de la 
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vitesse. Je désigne par D sa valeur inconnue^ par m la masse du 
mobile quij, ne l'oublions pas, se meut parallèlement à lui- 
même^ et par v sa vitesse pendant Tinslant dt considéré. 

On comprend tout d'abord que le magasin dynamique sera 
d'autant plus grand que le poids du corps sera plus considéra- 
ble. On comprend ensuite que sa valeur est indépendante de la 
direction de la. vitesse et dépend seulement de Tintensilé de 
cette vitesse. 

Je puis donc supposer que, pendant l'instant dtj le mobile 
dont la masse constante ou variable a la valeur actuelle m, se. 
meut verticalement de bas en haut avec sa vitesse actuelle v. 

Je détache ainsi, par la pensée^ le mobile du système dont 
il peut faire partie^ je le détache de la courbe ou de la surface 
sur laquelle il pouvait glisser^ et^ pour mesurer son magasin 
dynamique^ je le lance suivant la verticale avec sa masse et sa 
Titesse acquises au moment considéré. 

Le mobile se trouve alors entièrement libre; il continue à 
se mouvoir parallèlement à lui-même, mais en remontant sui- 
vant la verticale. Sa masse m restera constante; mais sa vitesse v 
ira en diminuant et finira par s'annuler quand il aura atteint 
une certaine hauteur z mesurée à partir de la position qu'oc- 
cupait son centre de gravité, au moment même où le mouve- 
ment fictif vertical a commencé. 

Je fais ici la première application du principe de la couser- 
Tation du travail, en disant : si le magasin dynamique D est 
annulé, il doit être remplacé par une autre quantité de travail 
équivalente et qui ne peut être que l'augmentation du magasin 
statique de la masse m, c'est-à-dire la quantité mgz. 

Je pose donc 

î) = mgz. 
Notre mobile^ parvenu à la hauteur z où sa vitesse s*est an- 
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nulée, va maintenant descendre verticalement sous Taction de 
la pesanteur. Au moment où la hauteur de sa chute sera js, il 
aura reconquis sa vitesse primitive v et son magasin dynami- 
que D. 

Or, d'après les lois de la chute des graves, tout corps pesant 
abandonné à lui-même acquiert, au bout du temps t, une vitesse 

égale kgt, ayant parcouru une distance verticale égale à -gt^. 



Nous avons donc 



I 

v=:gt et z:=:-gt*. 



L'élimination de % entre ces deux équations donne 



2ff 



J'en conclus que 
(i) D=mg2 = 



mv* 



Le magasin dynamique n'est donc autre que la force vive. 

Paul. — Je m'attendais bien un peu à cette conclusion très- 
simple. Hais ce qui me frappe au premier abord, c'est la géné- 
ralité de votre démonstration, qui est indépendante de la varia- 
tion de la masse et de la direction de la vitesse. 

Ainsi, elleus'applique aux masses variables comme aux mas- 
ses constantes, aux mobiles glissant sur des surfaces ou des 
courbes, comme aux mobiles entièrement libres. 

Emile. — Non-seulement elle s'applique dans les cas que 
vous venez de citer, mais elle reste applicable aux corps qui 
tournent autour d'un point fixe ou d'un axe fixe, et dans tous 
les cas possibles du mouvement, que le magasin tournant existe 
ou non. En efTet, la présence du magasin tournant a nécessai- 
rement une influence sur la marche du centre de gravité. 
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mais elle ne change pas l'expression algébrique de la valeur 
du magasin dynamique. 
Tout corps en mouvement^ et dont le centre de gravité se 

déplace, possède donc d'abord le magasin dynamique • 

Si ce corps exécute en outre un mouvement de rotation au- 
tour d'un axe instantané passant par le centre de gravité, il 
possédera un magasin tournant dont il s'agit maintenant de 
déterminer la valeur. 

Soit, pendant l'instant d^ a> la vitesse angulaire autour de 
l'axe instantané, vitesse commune à toutes les molécules du 
corps. 

Soient en outre dm et r la masse d'une molécule et sa dis- 
tance à l'axe instantané. 

La molécule im décrit pendant l'instant d^ un arc circulaire 
infiniment petit d s de rayon r, dont la valeur est fiùAu Sa 
vitesse est donc 

ro). 
Son magasin dynamique est par conséquent 

àm r'a>* 



Or, il est clair que le magasin tournant dont il s'agit est égal 
à la somme des magasins dynamiques de toutes les molécules 
du corps. 

Je pose alors^ en désignant le magasin tournant par T, 

attendu que a> est une constante pour toutes les molécules, pen- 
dant l'instant dt. 



28 DIALOGUE N° 3. 

Je remarque maintenant que Tintégrale fr^dm est précisé- 
ment le moment d'inertie du corps par rapport à Taxe instan- 
tané, quantité qu'on désigne ordinairement par mk*^k étant 
ce qu'on appelle le rayon de giration du corps par rapport au- 
dit axe. 

J'ai donc finalement^ pour la valeur du magasin tournant^ 

(3) T=îî^^ 

Paul. — C'est eflTeclivement une notation très-simple. 

Emile. — Faisons maintenant^ si vous le voulez bien, une 
application à un exemple. 

Supposons qu'il s'agisse de déterminer la quantité de travail 
dynamique que possède un corps qui tourne autour d'un axe 
fixe. 

Fig. 7. 




est Taxe fixe {fig. 7) ; le centre de gravité du corps est en j, 
à la distance r de Taxe fixe. 

Soit (ù la vitesse angulaire au bout du temps t. 

Le corps considéré ne se meut pas parallèlement à lui-même. 
Il possède donc magasin dynamique et magasin tournant. 

Son magasin dynamique D a pour valeur 

(4) D = 2i^. 

Pour estimer le magasin tournant T, il faut déterminer tout 
d'abord la valeur de la vitesse angulaire o)/ avec laquelle toutes 
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les molécules du corps ont tourné^ pendant l'instant dt, autour 
de Taxe instantané passant par le centre de gravité. Cet axe 
instantané est parallèle à l'axe fixe o, sans quoi une molécule 
quelconque pourrait sortir duplan, perpendiculaire à l'axe fixe 
qui la contient^ ce qui est inadmissible. 

L'angle décrit pendant l'instant dt et correspondant à la 
vitesse angulaire a/ est le même pour toutes les molécules. Or 
la molécule extrême a, située sur le prolongement de og, ti 
décrit l'angle aY^" coippris entre le prolongement de og^ et la 
parallèle kag menée par g^ c'est-à-dire la ligne g^a". En effet, 
si le corps s'était mû parallèlement à lui-même^ la molécule a 
occuperait la position a'^ et non la position a^ Comme l'angle 
Q!gfa" = gog'y j'en conclus que 

(5) Cù' = 0). 

Si donc je désigne par k le rayon de giration par rapport à 
Taxe instantané, qui reste constamment parallèle à l'axe fixe^ 
j'aurai 

(6) T = îî^*^. 

La quantité totale de travail dynamique possédée par un 
corps assujetti à tourner autour d'un axe fixe est donc 

Mais il est clair que cette quantité de travail dynamique n'est 
autre que le magasin tournant du corps par rapport à Taxe 
fixe 0, 

Si donc je désigne par k' le rayon de giration du corps par 
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rapiM>rt i cet axe^ f anrai l'égalité 



!î^(r«-h4«)=?^i'S 



soit 

(8) 4'«=*«-hf«. 

Cette dernière éqnaticm est la démonstratioaMiniiifçtte cf an 
théorème qa*on démontre ordinairement gicméiriquemeni. 

PaiiL — Ce résoltat me semble intéressant, non pas précisé- 
ment par lai-même^ mais parce qu'il nous tait espérer qu'en 
estimant de deax manières différentes le même magasin de tra- 
Tail, on peut arriver d'one manière simple i des conséquences 
théoriques importantes. 

Emile. — C'est incontestable. Si nous parrenions à éyaluer 
le travail sous toutes les formes sons lesquelles il se dissimule 
à nos yeux et à notre esprit^ la Mécanique n'aurait plus de 
secrets pour nous. 
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La transformation du travail (2e Partie). 



Le travail considéré sous la forme élastique et sous la forme calorifique. 
—En quoi consiste la méthode nouvelle. — Équation des magasins 
de travail. 

Emile. — Quand il s^agit du travail dû à rélasticité d'un 
corps^ l'expression de magasin de travail vient naturellement 
àTesprit. Elle est même ordinairement employée dans ce sens. 
On dit en effets en parlant d'un ressort qu*on a tendu, par un 
moyen quelconque^ qu'on y a emmagasiné une certaine quan- 
tité de travail. 

Tout corps solide^ qui après avoir subi une déformation re- 
vient de lui-même à sa forme primitive^ est considéré comme 
parfaitement élastique, et peut acquérir un magasin de tra- 
vail sous la forme élastique. 

Une corde flexible tendue dans une certaine limite^ une 
barre métallique allongée ou raccourcie par un effort dirigé 
suivant sa longueur^ une verge encastrée ou non et à laquelle 
on imprime une flexion transversale^ une membrane tendue 
dans tous les sens^ un corps ayant éprouvé un effet de tor- 
sion, etc., présentent des exemples de magasin de travail élas- 
tique dans leur état de déformation. 

Si le corps solide déformé n'est qu'imparfaitement élastique^ 
la réaction restera inférieure à l'action, et le corps ne revien- 
dra pas complètement à sa forme primitive. Dans ce cas. Tac- 
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tion exercée sur lui se {vartagera en deux : la première , qui 
prendra la forme élastique, et la seconde^ qui prendra la forme 
calorifique ou peut-être une autre forme qui nous est encore 
inconnue. 

Si le corps est complètement dépounru d'élasticité, il restera 
déformé^ et tout le travail employé à sa déformation prendra 
la forme calorifique ou peut-être, je le répète, une autre forme. 

Paul. — Je remarque que vous êtes ici en désaccord avec 
les adeptes de la théorie mécanique de la chaleur, qui posent 
en principe que tout travail perdu se transforme en chaleur et 
que toute chaleur perdue se transforme en travail. 

Emile. — Je trouve cette doctrine trop absolue, comme 
toutes les doctrines en général. 

11 est incontestable, d'après le grand principe de l'indestruc- 
tibilité du travail, que tout travail perdu doit se retrouver sous 
une autre forme; mais pourquoi cette forme serait-elle néces- 
sairement la forme calorifique ? 

11 est certain d'abord que le travail perdu peut se retrouver 
sous la forme élastique. 

Sans doute, dans un grand nombre de cas, et, notamment, 
dans les expériences qui ont servi à déterminer l'équivalent 
mécanique de la chaleur, le travail perdu ne se retrouve que 
sous la forme calorifique. 

Mais pourquoi, dans d'autres cas, ne le retrouverait-on pas 
sous la forme électrique? 

On reconnaîtra certainement un jour que le travail peut pren- 
dre celte nouvelle forme, sous laquelle nous ne saurions pas 
l'évaluer aujourd'hui. 

Il faut réserver l'avenir et bien se garder de restreindre le 
champ delà Mécanique, en attribuant à certains faits un carac- 
tère de généralité qu'ils ne comportent pas, et qui plus tard 
serait contredit par les progrès de la science. . 
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Voilà pourquoi^ en parlant d'un travail perdu que je ne re- 
trouve sous aucune des trois formes statique^ dynamique et 
élastique^ j'ai cru prudent de dire qu'il avait dû prendre soit 
la forme calorifique^ soit toute autre forme qui nous est encore 
inconnue aujourd'hui. 

En m'exprimant ainsi, je n'entends nullement me poser en 
adversaire de la théorie mécanique de la chaleur^ sur laquelle 
au contraire je me baserai dans la suite pour l'estimation du 
magasin de travail calorifique. 

Nous aurons^ du reste, l'occasion de revenir sur cette ques* 
tion^ et je vous demande la permission de continuer. 

Les liquides étant considérés comme incompressibles , se 
trouveraient par celte raison dépourvus d'élasticité. Cependant 
ils transmettent le son, ce qui indique qu'ils peuvent acquérir 
un magasin de travail élastique. 

Hais nous n'aurons pas à considérer ce genre de magasin de 
travail dans les liquides. 

Par contre^ cette forme particulière du travail jouera un 
grand rôle dans les problèmes où nous aurons à considérer les 
mouvements des masses gazeuses. 

Pour évaluer le magasin élastique d'un corps solide déformé, 
j'emploierai une méthode très-simple et qui pourra s'appliquer 
dans la plupart des cas. 

Je supposerai la déformation produite par un poids P dont 
l'eflét se traduira, soit par un allongement, soit par un raccour- 
cissement; soit par une flèche, etc. 

Le corps étant placé dans une position où il ne possède au- 
cun magasin élastique, je le soumets à l'effort du poids P, qui 
le déforme et lui communique un magasin élastique dont la 
valeur va en augmentant au fur et à mesure que le poids P 
descend. 

Le corps étant supposé parfaitement élastique^ un mouve- 



34 DIALOGL'E r>'< 4. 

ment allernalit se produira. Le poiils P descendra verticalc- 
iTieiit d'une certaine hauteur h, et à ce moment sa vitesse s'an- 
nulera. Puis, en vertu du travail élastique, emmagasiné dans 
le corps, le poids P sera remonté à sa position primitive. Le 
mouvement serait perpétue!, si l'on pouvait annuler toutes les 
causes de résislanccs. Mai» un tel mouvement ne tarde pas à 
s'évanouir, et le poids P finit par s'arrêter, dans une certaine 
position qui correspond à l'équilibre entre la force P de la gra- 
vité et la force étaslique acquise par le corps déformé. 

Je souligne à dessein le terme de force élastique, en vous 
aisant remarquer que j'ai fait, dans notre dialogue n° 2, une 
réserve pour le cas de la déformation des corps en mou- 
vement. 

Paul. — Et quelle est l'expression analytique de cette force 
élastique ? 

Emile. — Je ne suis pas en mesure de vous la donner main- 
tenant. Mais je me réserve de le faire plus tard en traitant la 
question des vibrations ou petites oscillations des corps solides 
élastiques. 

Je me borne aujourd'hui à une première évaluation générale 
du magasin élastique communiqué à un corps solide par un 
poids qui le^éforme. 

Je reviens à la question. 

Si nous nous bornons à considérer les deux périodes extrê- 
mes du mouvement, et si nous y appliquons le principe de la 
conservation du travail, nous devons égaler entre elles les 
quantités de travail qui existent aux deux instants considérés. 

A l'origine du mouvement, le magasin élastique est nul, 
tandis que le magasin statique du poids P a pour valeur PH, 
jiar rapport à un plan de comparaison situé à la hauteur H en 
contrebas du poids. 

A un instant quelconque, alors que le poids P est descendu 
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d'une hauteur z, la quantité totale de travail se compose f ] : 
10 Du magasin statique du poids P, lequel a pour valeur 

P(H-:î); 

7P Du magasin élastique acquis par le corps ; 

3<' De la somme des magasins dynamiques acquis par 1^ 
poids P et par le corps qui est également en mouvement. 

Hais au moment où la vitesse du poids P s'annule^ tous les 
magasins dynamiques disparaissent^ et nous n'avons plus alors 
dans le système^ dont le mouvement se trouve momentané^ 
ment suspendu^ que le magasin élastique du corps que je dési- 
gnerai par 

E, 

et le magasin statique du poids P, dont la valeur est 

ce qui nous donne Téquation 

PH = P{H— ft)H-E 
soit 

(i) E = PA. 

Dans cette formule très-simple, h est la hauteur de chute 
du poids P, laquelle se trouvera représentée, suivant les cas, 
soit par un allongement, soit par un raccourcissement, soit par 
une flèche, etc., résultant de la déformation du corps. 

Pour simplifier, je vous demanderai de désigner, d'une ma- 



(*) Je suppose ici que le corps soumis à VefiTort du poids P est disposé 
de telle sorte que son magasin statique n'éprouve aucune variation pen- 
dant qu'il se déforme. 
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nière générale^ cette quantité h par Texpression d'amplitude 
de déformation. 

Paul. — Je TOUS l'accorde d'autant plus volontiers^ que la 
quantité dont il s'agit représente en réalité l'amplitude de Tos- 
cillation yerticaie du poids P^ dans le mouvement alternatif 
que vous venez de décrire. 

Emile. — Il est bien entendu que le poids P n'est pas celui 
qui serait susceptible de tenir le système en équilibre avec une 
déformation d'amplitude A. C'est celui qui est capable de déter- 
miner momentanément cette amplitude maximum. 

Je ne crois pas inutile, pour bien fixer nos auditeurs sur ce 
point, de citer ici quelques exemples. 

Attachons l'extrémité d'un fil fiexible à un point fixe, et lais- 
sons pendre le fil verticalement. 

Le poids du fil n'étant pas, par hypothèse, assez grand pour 
déterminer un allongement appréciable, nous admettrons que 
le fil ne possède dans cette position aucun magasin élastique. 

Suspendons maintenant un poids quelconque P à l'extrémité 
inférieure du fil^ il est clair qu'il s'allongera d'une certaine 
quantité h, pour revenir ensuite à sa position primitive, en 
soulevant le poids P, s'il est parfaitement élastique, et si le 
poids P n'est pas assez grand pour dépasser les limites de son 
élasticité. 

Ici l'amplitude de la déformation h est représentée par ral- 
longement du fil dans sa position extrême, et le magasin élas- 
tique longitudinal par extension acquis par le fil^ dans cette 
position, est PA. 

Si, au lieu d'un fil fiexible, je prends une barre ou verge 
prismatique, homogène et élastique, que je placerai horizonta- 
lement en fixant l'une de ses extrémités; et si j'attache à l'au- 
tre extrémité un cordon horizontal, supposé impondérable et 
inextensible, s'enroulant sur une poulie et supportant un 
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poids P^ j*obtiendrai également un magasin élastique longitu- 
dinal par extension dont la valeur sera Pft, A représentant l'al- 
longement maximum de la barre. 

Si je dispose cette même barre ou verge de telle sorte que le 
poids F tende à la raccourcir au lieu de l'allonger, la quantité 
PA représentera alors la valeur du magasin élastique longitu- 
dinal par compression acquis par la barre, et h celle du rac- 
courcissement maximum de cette barre. 

Fig. 8. 



o' 



B 



Si je place cette barre ou verge sur un plan horizontal, en 
fixant les deux extrémités par deux axes A et B ainsi que le re- 
présente la fig. 8, et que je fasse agir le poids P sur le centre o 
de la barre^ de manière à la courber dans le plan horizontal, la 
barre affectera la forme d'une courbe symétrique non tan- 
gente à sa direction primitive aux points A et B. 

Nous aurons alors un magasin élastique transversal^ dont la 
valeur sera toujours ?h, h représentant la flèche maximum 
de la courbe A o^B. 

Si la barre^ au lieu d'être simplement fixée, était encastrée à 




ses deux extrémités, comme cela est représenté dans la fig. 9, 
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le poids P^ agissant de la même façon, forcerait la barre à pren- 
dre une forme toute différente de la précédente. 

Cette courbe resterait tangente^ à ses deux extrémités, à sa 
direction primitive et présenterait deux points d'inflexion en 
aeta^ 

Mais le magasin élastique transversal a toujours pour valeur 
PA^ h étante comme dans le cas précédent, égal à la flèche maxi- 
mum 00^. 

Enfin^ si la barre est encastrée à Tune de ses extrémités, et 
si le poids P agit à l'extrémité libre, nous aurons^ comme dans 
les deux cas précédents, un magasin élastique transversal égal 
au produit du poids P par Tamplitude h de son oscillation ver- 
ticale. 

Je me borne à ces exemples principaux, que nous retrouve- 
rons plus tard^ en traitant la question des vibrations des cordes 
et verges élastiques. 

Je vais maintenant aborder la question des magasins élasti- 
ques gazeux. - 

Prenons l'exemple d'un gaz déjà comprimé et renfermé dans 
un cylindre vertical de hauteur X, ayant un mètre carré de 
section horizontal. 




s 



Le cylindre est fermé par en bas et ouvert à la partie supé- 
rieure. 
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Pour empêcher le gaz de sortir du cylindre^ je commence 

■ 

par placer au-dessus un piston dont le poids p est calculé de 
façon à faire équilibre à la pression effective au gaz. 

Pour éviter toute équivoque, je crois devoir rappeler ici 
qu'on est convenu de désigner par pression absolue ^ la pression 
totale que supporte une masse gazeuse renfermée dans une 
enveloppe, et par pression effective la pression absolue dimi- 
nuée de la pression atmosphérique. 

La pression atmosphérique pouvant être représentée à son 
tour par un second piston ty, au-dessus duquel le vide existe- 
rait, j'aurai à considérer, dans l'exemple que j'ai choisi, deux 
magasins de travail élastiques : celui dû à la pression eifective 
représentée par le poids p, et celui dû à la pression atmosphé- 
rique représentée par le poids 17. 

Les pistons p et zs superposés étant censés avoir une épais-* 
seur négligeable par rapport à la longueur 1 du cylindre, je dis 
que le magasin élastique effectif de la masse gazeuse sera 

p-k 
et que son magasin élastique absolu sera 

Supprimons d'abord le piston a, et laissons agir le poids de 
la colonne atmosphérique à sa place. La masse gazeuse compri-^ 
mée tient alors en suspension dans Tatmosphère un piston 
dont le poids est p, à la hauteur X au-dessus du fond du cylin- 
dre qui le contient. 

Si le magasin efTectif de cette masse gazeuse était supprimé 
instantanément, en d'autres termes si le fond du cylindre, qui 
sert de point d'appui à la force élastique du gaz, était supprimé, 
le gaz n'opposerait plus aucune résistance à la chute du piston 
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p, et celui-ci, en tombant de la hauteur i, perdrait le magasin 
statique p\. 

C'est donc cette quantité de travail à l'état statique p\ qui 
représente le magasin élastique effectif de la masse gazeuse. 

Remplaçons maintenant la pression atmosphérique supé- 
rieure par le piston a, et supposons que le vide existe autour 
de l'appareil. 

Si nous enlevons instantanément le tond du cyUndre, le gaz 
se répandra dans le vide, et le piston p + a descendra de la 
hauteur >. 

C'est donc cette quantité de travail perdue (p + cp)>. qui re- 
présenle le magasin élastique absolu de la masse gazeuse. 

Paul. — Voire démonstration ne me parait pas très-claire ; 
ce qui arrive quelquefois quand on veut démontrer des choses 
qui sont presque évidentes par elles-mêmes. 

Puisque la force contenue dans la masse gazeuse, sous la 
forme élastique, est capable de soutenir, à la hauteur 'X, un 
poids p dans l'almospbèrej et un poids p + tû dans le vide, il 
me semble évident à priori que la quantité de travail, à l'état 
élastique, contenu dans la masse gazeuse que nous considé- 
rons, est représentée, par rapport à l'atmosphère, par le maga- 
sin slatique du poids p, c'est-à-dire par p >., et par rapport au 
vide, par le magasin statique du poids p+is, c'est-à-dire par 
{p-hrs)-K. 

Emile. — Je ne tiens pas absolument à ma démonstration. 
L'essentiel est que nous soyons d'accord sur l'évaluation du 
magasin élastique gazeux. 

Panl. — Et si lu récipient qui contient le gaz comprimé a 
une forme quelconque, quelle sera la valeur du magasin de 
travail élastique? 

Emile. — li est facile de voir que le magasin élastique aura 
pour valeur le produit du volume du gaz par la pression pj,gmt 
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effective soit absolue^ qui se manifesie sur l'unité de surface. 

Si donc V est le volume du récipient, le magasin élastique 
dont il s'agit sera p Y • 

En effet, supposons que le récipient soit divisé en une infi- 
nité de petits prismes verticaux élémentaires. La base infé- 
rieure de chaque prisme étant formée par la paroi du récipient, 
et la base supérieure étant, par hypothèse, remplacée par un 
piston dont le poids correspondra à la pression p, il est clair 
que la somme des magasins élastiques de tous ces prismes sera 
égale au magasin élastique total du récipient, quelle que soit sa 
forme. Or, la somme de ces magasins élémentaires est égale à 

en indiquant par a> la section horizontale infiniment petite d'un 
prisme, et par z sa hauteur variable. 
Il est évident d'ailleurs que 

Donc, le magasin élastique total est égal à 

pV, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Je n'ai rien à ajouter, quant à présent, à l'étude prélimi- 
naire que nous faisons ici des magasins élastiques gazeux, et 
je vous propose de considérer maintenant le travail sous la 
forme calorifique. 

Paul. — Très-volontiers. Nous vous prêtons toute notfe at- 
tention. 

Emile. — J'ai du reste très-peu de chose à dire, quant à pré- 
sent, sur ce sujet. 

On a reconnu dans ces derniers temps, à la suite de nom- 
breuses expériences, que le travail pouvait se transformer en 
chaleur et réciproquement. 
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On est même parvenu à la détermînalion d'un coefficient 
numtJrique qui donne la mesure de cette transformation. 

La quantité E, qu'on désigne sous le nom d'équivalent mé- 
canique de la chaleur, représente le nombre de kilogrammètres 
correspondant à une calorie, c'est-à-dire à la quantité de cha- 
leur nécessaire pour élever d'un degré la température d'un 
kilogramme d'eau. 

Le nombre E est considéré comme une constante, bien que 
les diverses expériences entreprises pour en déterminer la 
valeur aient donné des résultats assez divergents. 

La valeur numérique moyennedeE est aux environs de 435. 

Si donc N est le nombre de calories contenues dans un maga- 
sin de travail calorifique, la valeur de ce magasin en kilogram- 
mètres sera : 

Q = NE = 425N. 

C'est la valeur générale du magasin calorifique qu'il s'agira, 
dans chaque cas particulier, de comparer à la quantité de tr a^jj 
Tail qu'il représente sous une autre forme. ^| 

Je me borne quant à présent à cette simple observation. ^J 

Panl. — Ainsi, voilà vos préliminaires terminés. En résumé, 
vous posez en principe, conformément à l'idée première de 
d'Alembert interprétée dans toute sa généralité, et aux idées 
nouvelles qui commencent à avoir cours aujourd'hui, que le 
travail est, comme la matière, une quantité indestructible. 

Le travail se transforme ; mais il ne s'anéantit pas. 

Vous admettez que les formes que peut revêtir le travail ne 
sont pas encore toutes connues. Mais vous en distinguez déjà 
quatre que vous avez définies, analysées, et que vous désignez 
sous les noms de statique, dynamique, élastique et calorifique. 

Vous venez de nous donner des expressions générales de ce 
que vous appelez le magasin de Iravail, sous ces quatre formes, 
vous réservant de les compléter dans les applications. 
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Vous \ous proposez maintenant^ sans aucun doute, d'aborder 
une série de problèmes de Mécanique, dans lesquels le travail, 
par suite des circonstances du mouvement^ se produira sous 
l'une quelconque de ces quatre formes. 

Emile. — Vous venez de résumer parfaitement et en quel- 
ques lignes les préliminaires que je vous ai exposés dans un 
assez grand nombre de pages. Je n'ai qu'un mot à ajouter à 
votre résumé; et ce mot vous fera connaître la méthode que 
j'emploierai dans toutes les questions que je me propose de 
traiter. 

Pour arriver à la détermination de toutes les circonstances 
du mouvement d'un corps ou d'un système de corps, je consi- 
dérerai successivement deux époques de ce mouvement. J'éva- 
luerai la somme des magasins de travail acquis, sous Tune 
quelconque des quatre formes que vous connaissez, à chacune 
des deux époques ; et je poserai l'équation qui exprime que ces 
deux sommes sont égales entre elles. Ce sera l'équation des 
magasins de travail. 

Paul. — Dans tous les cas où le travail, en se transformant, 
ne se produira que sous ses deux formes statique et dynamique, 
\l me semble que votre équation sera précisément celle des 
forces vives, laquelle se déduit directement deTéquation géné- 
rale de la Mécanique^ et était même déjà connue avant le prin- 
cipe de d'Alembert. 

. Emile. — Votre observation est fort juste. Tant qu'il n'y 
aura en jeu que des magasins de travail statiques et dyna- 
miques, la méthode que je viens d'indiquer conduira tout droit 
à réquatioû des forces vives. 

Je vous ferai remarquer toutefois que l'équation des forces 
vives, telle qu'on la déduit de Téquation générale de la Méca- 
nique, ne s'applique que dans le cas où les masses en mouve- 
ment sont constantes, tandis que celle que j'obtiendrai s*appli- 
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quera tout aussi bien aux masses variablea qu'aux masses 
constantes. 

Elle sera donc plus générale. 

Paul. — J'oubliais en effet que vous m'aviez déjà fait obser- 
ver que l'équation générale de la Mécanique ne s'appliquait 
qu'à des masses constantes, ce qui fait qu'elle est beaucoup 
moins générale qu'on ne le croit ordinairement. 

Emile. — Vous reconnaissez donc maintenant que cette cé- 
lèbre équation, qui, depuis plus d'un siècle, est censée contenir 
la clef de tous les problèmes de la vaste science de la Mécanique, 
ne peut servir qu'à en résoudre un nombre assez limité. 

Paul. — Je comprends maintenant qu'elle est insufûsante 
pour la résolution de tous les problèmes où les masses en mou- 
vement varient et où le travail prend la forme élastique ou 
caloriûque. 

Mais vous ne pouvez contester son influence sur le dévelop- 
pement delà science de la Mécanique, qui sans le principe d'A- 
lembert, dont cette équation n'est que la 'traduction, trop 
abrégée il est vrai, serait encore aujourd'hui dans les langes. 

Depuis d'Alembert, toutes les sciences ont fait de grands pro- 
grès, et nous les voyons s'avancer aujourd'hui à pas de géant. 

La Mécanique, après avoir marqué un temps d'arrêt, paraît 
s'ébranler à son tour. 

Pendant que nous discutons ici, des esprits distingués tra- 
vaillent activement au développement de celte noble science. 
De nouvelles théories surgissent chaque jour^ ce qui est l'in- 
dice certain de l'insurSsaincti des anciennes. 

Hâtez-vous donc de nous faire connailre les résultats des 
applications que vous avez faites, en généralisant le grand prin- 
cipe de d'Alembert et en procédant avec la méttiode précise et 
nouvelle que vous venez de nous esposer. 



J 
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Le plan incliné, le treuil et la poulie. 



Observation préalable sur rhomogénéité des formules. — Problème du 
plan incliné. — Problème du treuil, en tenant compte du magasin 
tournant du treuil. — Problème de la poulie, en tenant compte du 
poids de la corde et du magasin tournant de la poulie. 

Emile. — Nous allons aborder le champ des applications. 

Je TOUS demanderai toutefois la permission de vous présen- 
ter une obserration préalable relatiyement à rhomogénéité des 
formules. 

Je Yous ai déjà promis d'éviter les calculs compliqués ; mais^ 
si simple que soit une formule algébrique, il est toujours utile 
de pouYoir vérifier son homogénéité d'une manière sûre et 
rapide. 

Toutes les quantités qui entreront dans les formules appar- 
tiendront nécessairement à Tune des quatre catégories sui- 
vantes : 

!• Le kilogramme^ unité du poids ; 

20 Le mètre^ unité de longueur ; 

^ La seconde^ unité de temps; 

4"" Les quantités numériques. 

Les coefficients^ la base des logarithmes Népériens^ les an- 
gles^ les lignes trîgonométriques^ les vitesses angulaires, les 
degrés de température^ et en général toute lettre exprimant 
un rapport entre deux quantités de même ordre, rentrent dans 
la quatrième catégorie. 
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Il est essentiel de remarquer que toute lettre qui représen- 
tera un temps est dépourvue de quadrature, et doitètre comp- 
tée, dans un calcul de vérification d'homogénéité, comme 
quantité numérique, 

Ainsi, la vitesse d'un corps libre soumis à l'action de la pe- 
saoteur, est une quantité linéaire du premier degré et repré- 
sente un certain nombre de mètres. Or, celte vitesse a pour 
expression gt, au bout du temps f. La quantité g étant elle- 
même une longueur, rtiomogénéilé exige que le temps t soit 
compté comme quantité numérique. 

Toute force pouvant être représentée par un poids, il en 
résulte que si la lettre F représente une force quelconque dans 
une formule, on devra la compter comme exprimant un cer- 
tain nombre de liilogrammes. 

Toute quantité ou magasin de travail, sous quelque forme 
que ce soit, et quelle que soit l'expression analytique qu'on lui 
aura donnée dans une formule, devra toujours représenter un 
certain nombre de kilogramniètres, c'est-à-dire le produit 
d'un poids par une longueur. 

La calorie, unité de cbaleur, représente un certain nombre 
de kilogram mètres égal à E , équivalent mécanique de la cha- 
leur. La quantité E sera donc comptée dans les formules en 
kilogrammètres. 

Toute lettre exprimant une chaleur spécifique, c'est-à-dire 
la quantité de chaleur nécessaire pour élever d'un degré la 
température d'un kilogramme d'une matière déterminée, doit 
être comptée comme une rjuanlité linéaire. 

Supposons en effet que Q représente le magasin de travail 
calorifique introduit dans un corps dont le poids est P, dont la 
chaleur spécifique est c et dont la température aura élé aug- 
mentée de 6°, Nous devrons écrire 

û = Pcâ. 
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Q représente des kilogrammètres; 

P d^ kilogrammes; 

6 une quantité numérique^ 

Donc c représente un certain nombre de mètres. 

Si p représente un poids par mètre courant, par mètre carré 
ou par mètre cube, sa valeur, au point de vue de Thomogé- 
néité, sera différente dans ces trois cas. 

En effet, nous devrons poser, en désignant par Q un poids 
quelconque 

Û=pa, Q=pab, Q=pabc; 
ce qui donne pour la valeur de p dans les trois cas considérés 

« Q « Q . Q 
^ a ab '^ abc 

Cette transformation est indispensable pour la vérification 
de rbomogénéité d^une formule. 

Une transformation analogue doit être faite pour les masses 
par mètre courant, par mètre carré et par mètre cube. 

Pour mieux fixer les idées, je vais faire une application à un 
exemple. 

Je prends la formule qui donne la vitesse d'un fluide élas- 
tique sortant d'un réservoir entretenu à pression constante, 
formule connue, et dont je vous donnerai, quand le moment 
sera venu, une démonstration très-simple, fondée sur la con- 
sidération des magasins de travail, 



=v/f 



2gp 

9 

p représente une pression, c'est-à-dire un poids par unité de 
surface ; 
p est le poids du mètre cube du fluide ; 
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y elg représentent des longueurs. 
Pour que la formule soit homogène, il faut que la quantité 
souB le radical se réduise à aiie surface. 



Q 
ai 


-P=J? 


Q 


a'b'c' , . , 
— 7- = l metr 
aO 



donc 



= ^|2gi ^\Jk'^k mètres , 



j 



ce qui prouve que la formule est homogène. 

Paul. — J'approuve pleinement voire observation, II arrive 
fréquemment que, soit par suite d'une erreur de calcul, soit par 
le fuit d'un faux raisonnement, l'analyse présente un résultat 
anormal, dont on cherche vainement l'explication, alors que 
ranomalie vient tout simplement de ce que la formule n'est pas 
homogène. 

L'homogénéilé est une véritable pi«rre de louche dont il faut 
savoir se servir à l'occasion. 

On ne vous reprochera pas de ne pas avoir pris toutes vos 
précautions avant d'entrer en campagne. 

Maintenant nous vous écoutons. 

Emile. — Je commencerai par passer en revue les princi- 
paux problèmes dont la solution est déjà connue et dans les* 
quels les masses en mouvement sont constantes, le travail 
restant lui-même sous la forme statique et dynamique. 

Je prends d'abord le problème du plan incliné qui se trouve 
dans tous les Traités de Mécanique. 

La /îg. 1 1 représente deux corps dont les masses sont m et m' 
et qui s'entraînent sur deux plans inclinés accolés faisant avec 
le plan horizonlai A B, pris comme pian de comparaison, les 
angles a et fi. 



LE PLAN INCLINÉ^ LE TREUIL ET LA POULIE. 49 

Les deux corps soDt réunis par un cordon supposé impondé- 
rable et inextensible^ lequel passe sur une poulie K établie sur 
la ligne d'intersection des deux plans. 

Fig. 11. 



Les choses sont disposées de façon que dans le mouvement 
le cordon restera toujours parallèle aux deux plans. 

Nous admettrons en outre que les deux masses m et m! glis- 
seront sur les plans, chacun des points qui les composent dé- 
crivant une ligne parallèle à celle du centre de gravité. 

Enfin nous faisons abstraction de toutes les résistances, ainsi 
que du magasin dynamique tournant de la poulie K. 

Dans le problème ainsi posé^ le travail ne se présente que 
sous les deux formes S et D. 

ATorigine du mouvement, la masse ml est appuyée sur le 
plan de comparaison ÂB. Elle ne possède aucun magasin de 
travail. 

La masse m, élevée à la hauteur h au-dessus de ce plan, pos- 
sède le magasin statique 

mgh. 

Au bout du temps t, la masse m sera descendue d*une cer- 
taine hauteur verticale z, la masse m' sera remontée à la hau- 
teur z'y et chacun des deux corps aura parcouru, sur son plan 
incliné, la même distance e. Leur vitesse, au bout du temps/, 

sera la même et égale à -tt- 
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A cette période du mouvement : 
' la masse m aura conservé le magasin statique 

la masse m' aura acquis le magasin statique 

les deux masses auront en outre acquis les deux magasins dy- 
namiques 

Je poserai donc^ d'après le principe de la conservation du 
travail, 

(i) mgh = mg{h — z)^m!gzi^ ^ — [^"j . 

Pour connaître toutes les circonstances de ce mouvement^ il 
est nécessaire d'évaluer z et z' en fonction de e et des deux 
angles a et p. ^ 

II est facile de voir que Ton a 

j5 = e sina, J5'=csinp. 
L'équation (i) devient alors 

(2) mge sma = m^ge sm p H • — ( 777) • 

J'en tire pour la valeur de la vitesse, en l'onction de l'espace 
parcouru e, 



« |=v/ 



2(msina — m^sin^j^e 



m 4- m 



/ 



Pour obtenir maintenant la vitesse et l'espace parcouru en 
fonction du temps^ j'écris 



W: 



j.^. / m-hm^ de 



2ff(msina — m'sinP) y^ 
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' L'intégration me donne 



(A) *—^ f m-^m' 

W; *"^V2ff(msina— m'sinP)'^^^' 



d'où je tire, en élevant au carré^ 



,^ tnsina — m'smS i ^, 

(5) e = \ — 7 — - • -ff«S 

^ ' m -h m' 2^ 



et, en différentiant , 

,^, de tnsina — tn^sin 6 ^ 



Telles sont les équations relatives an mouvement de deux 
corps pesants qui s'entraînent sur deux plans inclinés accolés. 

Pour en déduire celles relatives à la poulie simple^ il suffira 
de faire 

sina=:i etsinp = i. 
On aura alors^ pour le cas de la poulie^ 



dt V 



2 (m — m')ge 



m + m/ 



de _ m — m^ 
dt ""m-Hw/ ^ ' 



e= ,- gi ' 



On en déduira enfin les équations du mouvement d'un corps 
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entièrement libre et soumis à l'action de la pesanteur^ en fai- 
sant m' =o. 
Ces équations fondamentales sont, en eflet, 

de , — 

de , 
dt = ^'' 

Paul. — Votre équation (i) n'est en définitive que Téquation 
des forces vives que Ton obtient en intégrant l'équation géné- 
rale de la Mécanique par rapport aux espaces parcourus. Tous 
obtenez ainsi immédiatement la vitesse en fonction de Tespace 
parcouru . 

Une seule intégration vous donne ensuite le temps en fonc- 
tion de l'espace parcouru ; et toutes les circonstances du mou- 
vement sont ainsi connues. 

Au fond; votre solution est la même que celle que Ton déduit 
de réquation générale de la Mécanique. Elle n'est ni plus 
simple ni plus compliquée. 

Mais il est incontestable que votre méthode^ basée sur Tin- 
variabilité de la somme totale du travail à deux époques quel- 
conques du mouvement; satisfait plus l'esprit que l'équation 
difTérentielIe du second ordre^ qui exprime que les forces per- 
dues se font équilibre sur le système en mouvement. 

Qu'allez - vous maintenant nous donner comme second 
exemple? 

Emile. — Je vous propose le problème du treuil^ en faisant 
abstraction de toutes les résistances passives et du poids des 
cordes, mais en tenant compte du magasin dynamique tour- 
nant du treuil. 
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Paul. — Le problème a déjà été résolu par Poisson dans ces 
conditions. Nous aurons donc un point de comparaison. 

Fig. 11. 




Emile. — Le travail se présente ici sous les trois formes 
S,DetT. 

Soient {fig. 12) R Ife rayon de la roue sur laquelle agit la 
masse m; r le rayon du cylindre sur lequel agit la masse mf; 
(o la \itesse angulaire du treuil au bout du temps t. 

À Torigine du mouvement, la masse m^ reposant sur le plan 
de comparaison À B; la masse m étant à une hauteur h au-des- 
sus de ce plan^ et le treuil étant en repos, la somme des maga- 
sins de travail existant dans le système se réduit au magasin 

statique 

mgh; 

Au bout du temps t, la masse m étant descendue de la hau- 
teur Zy la masse m^ étant remontée à la hauteur z^, et la vitesse 
angulaire du treuil dont la masse est M étant (o^ nous aurons 
les magasins de travail suivants : 

Magasins statiques des masses m et m^ 

mg{h—z) +m^gz^] 
Magasins dynamiques de ces deux masses 



m(dzy m! (dzfy 

2 \dt) + 2 \d( ; ' 
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Magasin dynamique tournant du treuil 

2 

En égalant ensemble ces deux sommes de quantité de travail^ 
j'obtiens Téquation 

(1) mffft = mff(A-^)+m/ff^'+-(^^j+-(^-j+--^. 

Il s'agit maintenant d^exprimer zf et &> en fonction de jst. 

Les espaces parcourus z et z' sont entre eux comme les cir- 
conférences et par conséquent comme les rayons R et r de la 
roue et du cylindre. Nous ayons donc d'abord 

(2) ^^ = S^- 

Il est clair^ d'autre part^ que la vitesse tangentielle tùTX. d'un 

dz 
point quelconque de la roue est égale à — • Donc 

(3) «R=^ et <.=^5^. 

Je reporte ces i^aleurs de z' et de tù dans l'équation (i)^ et 

j'obtiens 

, r fm ^ mf r^ ^ M A«\ [dzy 

d'où je tire^ après réductions, 

^ \dt) ~ mR' 4- mV'-f- MA:** 

Faisons^ pour abréger^ 

2(mR'— mVR )g _ . 
mR«+mY»+M*«"" 

Nous écrirons alors 



(g) =A. et d(=-^ 
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L'intégration donne 



5S . 



'=^Vx '' ^=t''- 



Remplaçons maintenant A par sa valeur, et nous aurons fina- 
lement 



(5) 



(6) 



(7) 



2 = - 



twR*— mVR 



À ff^ 



2 mR' + m'r'4-MA: 
dz_ tnR* — mVR 



(0 



»nR — mV 



»iR«-i-m/r*-f-MA 



iff^- 



Paul. — Voici effectivement le problème résolu très-simple- 
ment^ et la dernière équation , qui donne la vitesse angulaire 
en fonction du temps^ est identique avec celle de Poisson. 

Emile. — Voulez-Yous que nous abordions maintenant le 
problème de la pouli^^ en tenant compte du magasin tournant 
de la poulie et du poids de la corde. 

Paul. — Très-volontiers , car je n'ai vu nulle part le pro- 
blème de la poulie traité dans ces conditions. 

Fig. 13. 



1111/ 



m 



I 
I 

I 



B 



Emile. — Le travail affecte ici les trois formes S, D et T. 
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Soient {fig. i3) m et m' les deux masses qui s'entraînent au 
moyen de la poulie, r le rayon de cette poulie, X la longueur 
de la corde homogène qui réunit les deux poids, (jl la masse de 
la corde par mètre courant. 

La corde peut être susceptible d'acquérir un magasin élas- 
tique sous la tension des poids mg et m^g; mais nous n'en tien- 
drons pas compte ici. 

A l'origine du mouvement, la masse m^ reposant sur le plan 
de comparaison, et la masse m se trouvant suspendue à la 
hauteur h au-dessus de ce plan, nous aurons d'abord pour le 
magasin statique de cette masse 

mgh. 

Le magasin dynamique tournant de la poulie est nul; mais 
il n'en est pas de même du magasin statique de la corde qu'il 
nous faut évaluer. 

Soit S^ le magasin statique que posséderait la corde, si ses 
deux extrémités arrivaient jusqu'au plan de comparaison. Il 
est clair que le magasin statique de la corde, à l'origine du 
mouvement, a pour valeur 

2 

Quels sont maintenant les différents magasins de travail ac- 
quis par le système, au bout du temps t, alors que les masses 
m et m^ ont parcouru l'espace vertical 2 ? Ce sont : 

i'' Le magasin statique de la masse m 

mgf(A— z)5 
2"" Celui de la masse m/ 

m^gz; 
S"" Celui de la corde 

o — . — *-- — f 
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4"* Le magasin dynamique de la masse m 



S"" Celui de la masse m- 



m/rfzV 

mf fdzy 
T\dt) ' 



G" Celui de la corde^ dont la masse est {iX ^ 

ILl (dz\\ 
"T \dt) ' 

7^ Le magasin tournant de la poulie^ dont la masse est H^ 



_Mft* fdzV 



L'équation des magasins de travail sera donc^ après réduc- 
tions, 

A* 
(i) mffz =m^gz -f- fxgfz (A — z) H ^ (^^j . 

J'en tire immédiatement, pour la valeur delà vitesse en fonc- 
tion de Tespace parcouru^ 

( f—Y 2 (m — m^)gz — 2 [lqz (h — z) 

^^^ \di) ~ . / . ^ . MA* ' 

Faisons maintenant, pour abréger, 

^g - At 

, . ^ MA»~^' 

et 

m — m' — (it,ft = B. 
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Nous écriroDs akfs 

^^ (^y=A«(^5»-+-B5) 

Naos «n tirais 



AVf^5*+Bz' 



i AVily/Ç^ 



Cette intégrale est de celles que Ton sait résoudre. Sa valeur 
est 



Comme on doit avoir t=o pour z = o^ la constante C est 

B 

égale à — 1. — Nous aurons donc finalement : 



( 



(4) 



* 



(5) B + 2fXJS + 2V[JJ.'2*-|-Bîx2=:Bc^*^, 

En multipliant les deux termes de Téquation (5) par 



j'obti^EH 

B* = B#^*^(B-H2[jl2— 2V'|J^V+B(JLjs), 
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ce qui me donne : 

Il me suffit maintenant d'ajouter ensemble les équations (5) 
et (6) pour obtenir la valeur de z en fonction du temps^ la- 
quelle est 

I') -^(''■''''+«-"'''-=)- 

La différentiation me donne^ pour celle de la vitesse^ 

Paul. — Vous nous aviez promis d'éviter les calculs compli- 
qués, et vous nous donnez des formules transcendantes. 

Emile. — Je vous prie de remarquer que Téquation (2), qui 
donne la vitesse en fonction de Tespace parcouru^ n'est nulle- 
ment transcendante. 

J'aurais pu à la rigueur m'en tenir là , car cette équation con- 
tient implicitement la solution complète du problème. 

J'ai pensé toutefois qu'il n'était pas sans intérêt de faire res- 
sortir les valeurs de la vitesse et de Tespace parcouru en fonc- 
tion du temps, lesquelles se présentent forcément sous une 
forme transcendante. 

Paul. — Au fait, vous avez eu raison. Cela va nous per- 
mettre de vérifier vos deux formules (7) et (8) dans un cas 
particulier qui a été traité par Poisson. 

Je veux parler de la chaîne homogène qui se déroule sur 
deux plans inclinés accolés. 

Le grand géomètre est arrivé aux formules suivantes : 

11 



(a) a?=ac**-f-6e""*4- 



l-i-l^ 



(b) ^=:aae«*-6ae-"^, 
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dans lesquelles : 

X désigne la longueur de la chaîne déployée^ au bout du 
temps t, sur Tun des plans inclinés; 

X la longueur constante de la chaîne; 

I et V les longueurs des deux plans inclinés. 

Le coefficient a a pour valeur 






9h(i+l') 



h étant la hauteur commune des deux plans inclinés. 

a et 6 sont deux constantes arbitraires dont |es valeurs doi- 
vent être déterminées d'après celles de a? et de ^ qui répon- 
dent à t = o. 

Pour comparer les formules (a) et (6) de Poisson à vos deux 
formules (7) et (8), il nous faudra faire quelques transforma- 
tions. 

Transformons d'abord le double plan incliné de Poisson en 
poulie^ ce qui nous donnera 

et par conséquent 




Supprimons ensuite, dans le système que vous avez consi- 
déré^ les deux masses m et tn!^ ainsi que le magasin dynamique 
tournant de la poulie , ce qui nous donnera 

B=-,» et A=y/|=-|. 

Les formules (a] et (6) deviennent alors 

(a) a; = ac*'-f-6e ■"*'-!--» 

^ ' 2 



(6) 



dx f dt r^ — aA 

dt \ ) 
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Vos deux formules (7) et (8) prendront d'ailleurs la forme 
suivante 

(7) . . = -|(e«* + e-«'-2). 



(8) 



dz Oihf at ^-at\ 



Pour achever de les rendre comparables^ il faut encore : 
i"" Déterminer les deux constantes arbitraires a et & de Pois- 



son; 



29 Exprimer x en fonction de 2. 

Si je fais ^ = o dans les équations (a) et (6)^ je dois obtenir 



x = /i= 

2 2 



et 



dx 
dt 



= 0. 



Ces substitutions me donnent 

az=zb = — y 
4 

D'autre part^ il est clair que la longueur x de la portion de 
la corde développée^ au bout du temps t, a pour valeur 



x = 



+ z; 



ce qui donne 



dx dz 

df^di' 



Je reporte maintenant^ dans les équations de Poisson^ les 

dx 
valeurs que je \iens de trouver pour a, 6, a; et -j- > et j'obtiens 

flnalement 



(a) 



a + 



\ — h 



X h / 



Oit , 

e + e 



■')• 



62 DIALOGUE NO 5. 

soit, en réduisant, 

(a) z^^-^^e +e —2J, 

Il y a donc concordance parfaite entre les deux résultats. 

Emile. — 11 ne pouvait en être autrement, puisque le point 
de départ est le même^ c'est-à-dire le principe de d'Âlembert, 
et qu'il n'y a pas de masses yariables en mouvement dans le 
système. 

Je vous propose de remettre à notre prochaine réunion la 
suite des problèmes que nous avons en tue. 
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La chaînette. 



Problème des trois poids. — Équation de la chaînette. — La chaînette. 

considérée au point de vue mécanique. 

Emile. — Nous allons aujourd'hui, si tous le voulez bien, 
nous occuper d'un problème bien simple^ et qui me paraît 
avoir été négligé par les auteurs^ car je Ta! vainement cherché 
dans les ouvrages les plus répandus. 

Je veux parler d'un poids qui en entraîne deux autres au 
moyen d'un cordon passant sur deux poulies {fig. i4). 




Deux poids égaux ¥^, F^ dont la masse est m/, se font équili- 
bre aux extrémités d'un cordon qui passe sur les deux poulies 
E et F établies au même niveau. 

Au centre C de la portion horizontale du cordon, dont la 
longueur est 2 f, je suspends un troisième poids P dont la masse 
est m. 
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« 

L'équilibre primitif étant rompu^ le poids P descendra en 
soulevant les deux poids P^ 

La vitesse du système en mouvement finira par s'annuler, 
et le poids P sera remonté à son tour jusqu'à sa position pri- 
mitive. 

Il se produira donc un mouvement alternatif qui serait per- 
pétuel si Ton pouvait faire abstraction de toutes les causes de 
résistances. 

Il s'agit de déterminer les conditions de ce mouvement al- 
ternatif. 

Je ne tiendrai compte ni du poids des cordons, ni des ma- 
gasins tournants des poulies E et F. 

A l'origine du mouvement^ les deux poids F reposant, par 

hypothèse^ sur le plan de comparaison AB, la seule quantité 

de travail existant dans le système est le magasin statique du 

poids P 

tnghf 

Au bout du temps ^ le poids P étant descendu d'une hau- 
teur z, et chacun des poids P^ étant remonté d'une hauteur z^, 
le système présentera les quantités de travail suivantes : 

10 Magasin statique du poids P 

mg(h—z); 
2"* Magasin statique des deux poids F 

2m^gz^; 
df" Magasin dynamique du poids P 



2 \dt) ' 
4"" Magasin dynamique des deux poids P^ 
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L'équation des magasins de travail est donc 
(I) mgh = mg(h--z) + 2m^gz^ -h ^ fê) Vm^ (^)\ 

Soit a l'angle que la portion de cordon EF fait avec Thori- 
zontale au bout du temps t, il est facile de voir que nous au- 
rons 

Ida 



z = l tang a, dz = 



cos*a 



/ , , , / sin adoL 

z' = /, dz^ =z — , 

cos a cos* a 

dz^ = dz sin a. 

En reportant ces valeurs dans l'équation (i), elle devient 

IX ,*,i— cosa /m , , . , \/dzy 

mgl tang «= ^m'gl -^^^^ + (^ ^ + «»' S'n* «j (d7 ) ' 

/ 

d'où je tire 

. ^^\' 2<yi (m sin g — 2m^-4-2m^cosa) 

\dt) """ (m 4- 2m^ sin' a) cos a * 

•■ 

Paul. — Très-bien. Voici la valeur de la vitesse en fonction 
de Tangle a. Mais il me parait difQcile de l'obtenir en fonction 
du temps t, comme vous Tavez fait dans les problèmes précé- 
dents. 

Emile. — Aussi' je ne la chercherai pas sous cette forme. Je 
me contenterai de déterminer les valeurs de Tangle a qui cor- 
respondent à la position extrême et à la position d'équilibre 
du poids P. 

dz 
Si dans l'équation (2), je fais 37 = o > et si je désigne par a^ 

la valeur de a correspondante à la position extrême du poids P, 
j'aurai 

(3) m sin a^ = 2 m' (i — cos a,), 

5 
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équation qui servira à détermiDer cet angle maximum a,. 
Si les trois poids sont égaux^ on aura 

siDai = 2(i — cosaj, 
ce qui donne 

(3*^) sina, = |. 

Pour déterminer maintenant la valeur de Tangle a^, qui cor- 
respond à la position d'équilibre des trois poids^ je di£Férentie 
l'équation (i), et j'obtiens 

(4) mg dz = 7.mlgdz' 4- tn-j-^ dz-h 2m/ j-p dz*. 

Paul. — Celte équation n'est autre que celle que l'on déduit 
immédiatement de Téquation générale de ia Mécanique. 

Emile. — Je ne prétends nullement le contraire. Aussi je ne 
vous ai pas annoncé d'avance ce problème comme présentant 
des difficultés. 

En faisant dans l'équation (4) 

d^z , d*z' 

nous aurons pour l'équation d'équilibre des trois masses 

(5) Vdz=:2^idz'\ 

et comme 

dz^ zndzûVLOLy 

l'angle a^ sera donné par l'équation : 

(6) P = 2P''sinao. 
Quand P = F, elle se réduit à 

sinao = -» a^j = 3o®. 
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Paul. — Mais ce résultat de statique est connu de tout temps. 
Tout le monde sait que, lorsque trois forces égales se font équi- 
libre^ leurs directions font entre elles un angle de 120°. 

En vérité, mon cher Emile, je ne Tois pas pourquoi vous 
perdez votre temps à nous présenter ce problème^ qui n'ofTre 
rien d'intéressant. 

Vous nous avez promis des nouveautés et vous nous donnez 
des vieilleries. 

Emile. — Un peu de paU§pce^ et peut-être que vous chan- 
gerez d'avis tout à l'heure. Àinsi> je constate donc que la valeur 
de Tangle o^, qui correspond à k positioç cl'éqpilibra des trois 
poids considérés^ estdonnéeparTéquatiôn^Ô). ^ -' * 
Paul, rr Accordé. Où voulez-voûï ^li veûirt : ^ } ' 
Emile. -*- Eh bien^ puisque vous êtes si inà^atient^ je vous 
dirai ([ue je pose en ce moment^^ préliminaires poui* arriver 
d'une manière simple à l'équation de la chaînette, considérée 
comme une courbe qui se forme mécaniquement, v 

Paul. — Ceci promet d'être intéressant, et niç fai^t regretter 
mon interruption. Nous vous prêtons toute notre attention. 
Emile. — Je vais d'abord remplacer 1(B poids F par une barre 
. inflexible; puis je transformerai cette barre en un câble ho- 
mogène et flexible {fig. id]. 

Je considère, comme précédemment, le système des deux 
poids égaux P^ se faisant équilibre au moyen d'un cordon im- 
pondérable passant sur les deux poulies F. 

Je remplace la partie centrale de ce cordon par une barre 
prismatique, rigide et homogène Â B, dont la longueur est 2 X 
et le poids par mètre courant p. 

L'équilibre étant rompu , il va se produire un mouvement 
alternatif semblable à celui que je viens d'examiner. 

La barre finira par prendre sa position d'équilibre en Â'B^ 
sous l'angle a donné par Téquation (6), laquelle deviendra dans 
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(■}) pXz^P'siDa. 

Supposons main tenant que la barre AB. au lieu de rester ri- 
gide, devienne flexible iuslanlanément, il est évident qu'elle ne 
pourra plus se niaiDlenlr en équilibre dans la position Â' &. 




Elle descendra en alTeclant la Torme d'une courbe, et en en- 
traînant les deux poids P'. Un nouveau mouvement alternatif 
se produira, et la barre, transformée en câble flexible, finira 
par s'arrêter dans la position CoD, où elle fera équilibre aux 
deux poids 1*'. 

Or, je dis que, dans celle nouvelle position d'équilibre, l'an- 
gle a n'a pas cbangé de valeur, attendu que le poids du câble 
étant resté 2pX, il faut toujours que l'équation (7) soit satis- 
faite. 

M'accordez -vous ce poinl î 

Paul. — Il me parait indiscutable. 

Emile, — ^Eh bien, cette équation si simple, qui exprime l'é- 
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quilibre entre les deux poids égaux P^ et un troisième poids P 
affectant soit la fornie d'un point matériel, soit celle d'une 
ligne droite, soit celle d'une ligne courbe^ contient implicite- 
ment l'équation de la courbe que prend le câble flexible dans 
sa position d'équilibre. 

C'est ce que je vais maintenant vous démontrer. 

Rapportons cette courbe à un système de coordonnées dont 
Torigine sera placée en Oy le point le plus bas de la courbe ; et 
prenons pour axe des x la tangente horizontale à la courbe, et 
pour axe des y la flèche de la courbe prolongée. Je dis la flèche 
de la courbe^ parce que je la considère à priori comme symé- 
trique par rapport à la verticale oy. 

Je la considère également comme tangente, en ses points 
extrêmes C et D, à la direction du cordon FK, attendu que, 
sans cela^ l'équilibre ne pourrait avoir lieu. 

Dans l'équation (7), je remplace sina par cosa tang a, ce 
qui est permis, et j'écris 

pX = p/cosatanga. 
Si je désigne maintenant par â?^ et y^ les coordonnées de l'ex- 
trémité D de la courbe, je puis remplacer tang a par -^ ; ce 
qui me donne 



(8) pX=:Fcosa 



dx 







Je considère maintenant une portion quelconque M^ M de la 
courbe limitée par l'horizontale M^M. Je mène aux points M et 
M' les deux tangentes M F' et M^F^ et je place aux deux points F^ 
deux poulies destinées à soutenir deux poids égaux F''. 

Soit OL l'angle que la ligne MF^ fait avec l'horizontale. 

Il est évident que la portion de courbe M M' restera en équi- 
libre, et sans éprouver aucune déformation, si les deux poids 
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P'^ sont calculés de manière à satisfaire à la relation fondamen- 
tale 

(9) ps = Fcosa'^, 

S désignant la longueur de] la demi-courbe oM, et £C et y les 
coordonnées du point M choisi arbitrairement. 
Or, je dis maintenant que 

p/cosa=:P''cosa', 

égalité qui exprime que la tension horizontale du câble en un 
point quelconque est une quantité constante. 

Pour le démontrer, je vais maintenant considérer la portion 
de courbe C o M^ et je la soutiendrai à gaucbe par le poids P^ et 
à droite par le poids P". 

Il n'y a aucune raison pour que cet arc CoM ne reste pas en 
équilibre, sans déformation, dans ces nouvelles conditions. 

Or, cet équilibre ne peut exister qu'à la condition que la 
somme des composantes horizontales des forces qui agissent 
sur le svstème soit nulle. 

Ces forces horizontales sont à droite P' cos a, et à gauche 
P^'cosa'. Elles agissent en sens contraire. Donc 

(lo) P" cosa'^ = P'' cosa ; 

ce que je me proposais de vous démontrer. 

Ainsi donc la tension horizontale P" cos a' du câble, en un 
point quelconque M^ est une quantité constante. 

En la désignant par Q, je puis écrire d'une manière géné- 
rale : 

équation qui n'est autre que celle de la chaînette, sous la 
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forme la plus réduite, et qui se déduit directement de Téqua- 
tion fondamentale (6), à laquelle vous n'attachiez tout à Theure 
aucun intérêt. 

Paul. — Je reconnais maintenant que vous venez d'en tirer 
un excellent parti ; car on n'avait pas encore établi Téquation 
de la chaînette d'une manière aussi simple. 

Emile. — Puisque nous voilà ainsi arrivés à la chaînette, 
en combinant le principe de la conservation du travail avec les 
principes les plus élémentaires de la statique, je crois que nos 
auditeurs nous sauront gré de développer rapidement l'équa- 
tion (il), pour en faire ressortir les valeurs de Tare s et de l'or-' 
donnée y en fonction directe de Tabcisse x. 

Je commence par différenlier l'équation (ii), et j'obtiçns 



d'où je tire 

dy 



'dx 
dœ = ^ 



v-(iy 



L'intégration me donne 



La constante est nulle, attendu que pour a?=o, on a 

-^ = o et 1. I r= o. 

dx 

Je mets l'équation (12) sous la forme 

^ 
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Eq multipliant les deux termes par dx, j'obtiens 

dy-h ds = e^ dx, 
et, en intégrant de nouveau, 

px 

pour « = 0, 0Daj^=o et s=o, 

« 

donc C=---c^=: — ^* 

P P 

On a finalement, en remplaçant C par sa valeur, 

(i4) * y+s = ^(^e"*_, 

L'équation (i4) s'applique pour un point quelconque de la 
courbe placé à droite de Taxe des y et correspondant aux 
valeurs 

+^î -^Vy et -1-5. 

Pour un point de la courbe placé èymétriquement à gauche 
et correspondant' aux valeurs 

— X, H-y et —s, 
on aurait 

/ — f^ 

(i5) y'-'=-p\' '^'" 

La combinaison des équations (i4) et (i5) donne 

px px 

(.6) y=^p+r^-.]. 
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Pour obtenir la valeur maximum y^ de l'ordonnée de la 
courbe, c'est-à-dire la valeur de la flèche, 11 faudra faire dans 
réquation (i6) 



oc — OCq» 



La valeur de x^ s'obtiendra à son tour en faisant dans réqua- 
tion (12) 



|=taDga. 



On aura ainsi 



Q 



(18) a?o = - 1. ( ianga -i-v/i + tang* a) . 

Telles sont les équations qu*on donne habituellement pour 
servir à la construction géométrique de la courbe. 

Paul. — Avant de quitter la question de la chaînette, voulez- 
vous me permettre de vous demander si vous n'auriez pas une 
nouvelle démonstration à nous donner de cette proposition 
bien connue : 

La chaînette est celle de toutes les courbes isopérimétriques 
passant par deux points donnés dont le centre de gravité est le 
plus bas. 

Emile. — Si vous faites de cette proposition une question de 
géométrie pure, je n'ai aucune nouvelle démonstration à vous 
proposer. 

Mais si nous considérons, comme je viens de le faire, la chaî- 
nette comme une courbe qui se forme mécaniquement, en 
soulevant des poids, la proposition est pour ainsi dire évidente 
par elle-même. 

Eq efiTet, si Ton prend une chaînette ou une portion quel- 
conque de chaînette tenue en équilibre par des poids et cordons, 
et qu'on fixe tout simplement les deux extrémités de la courbe, 
il est clair qu'elle conservera sa forme primitive. 
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Imaginons maintenant qu'on déforme la courbe d'une ma- 
nière quelconque, en maintenant les deux points d'attache, 
elle tendra évidemment, en vertu de sa flexibilité, à revenir 
à sa forme primitive, et le centre de gravité déplacé oscillera 
de part et d'autre de sa position normale. 

Or, pour que la courbe déformée puisse ainsi prendre un 
mouvement, quand elle sera abandonnée à elle-même, il faut 
nécessairement qu'elle ait acquis un magasin de travail qui ne 
peut être que statique par rapport à Thorizontale passant par 
la position primitive du centre de gravité. 

En d'autres termes, il faut que le centre de gravité se soit 
relevé, attendu que la corde flexible, étant censée avoir con- 
servé sa longueur, n'a pu acquérir de magasin élastique. . 

Il résulte de là que. toute courbe isopérimétrique, affectée 
par le câble flexible fixé à ses deux points d'attache, aura son 
centre de gravité à un niveau supérieur à celui du centre de 
gravité de la chaînette. 

C'est ce que vous m'avez demandé de vous démontrer. 

Paul. — Je vous remercie pour cette nouvelle démonstra- 
tion toute mécanique, qui est à la portée de tout le monde. 

On comprend du reste, sans le secours du calcul, qu'un 
câble flexible et homogène, fixé par les deux bouts, doit des- 
cendre le plus bas possible dans le plan vertical passant par 
les points d'attache, puisqu'il est soumis à l'action de la pesan- 
teur. Il prendra donc la forme qui abaissera le plus son centre 
de gravité. 

Je crois que nous pouvons maintenant lever la séance. 
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La Cycloide. 



Mouvement sur un plan incliné. — Mouvement sur une courbe. — 
Application du principe de la conservation du travail à l'établissement 
de l'équation de la cycloïde. — Mouvement des projectiles dans le 
vide. 

Emile. — Nous ferons aujourd'hui, si vous le voulez bien, 
une petite excursion dans le domaine de la cinématique. 

Toutefois, au lieu de considérer toujours le corps en mou-, 
vement comme réduit à un point matériel, je supposerai dans 
certains cas que la masse est répartie, soit sur une ligne, soit 
smr une surface, ce qui introduira dans les équations des ma- 
gasins tournants qui n'existent pas avec un point.matériel. 

Je vais d'abord considérer le mouvement d'un corps entiè- 
rement libre sur un plan incliné, dans les cinq cas suivants : 

!• Le corps est réduit à Fétat de point matériel; 

2» Le corps est une sphère pleine de rayons r ; 

3** La masse est répartie sur un cercle de rayon r, et le mo- 
bile roule sous forme de disque d'une épaisseur infiniment 
petite ; 

4^ La masse est répartie sur une surface sphérique de rayon r; 

5<> La masse est répartie sur la circonférence d'un cercle de 
rayon r, et le mobile roule sous la forme d'un anneau d'une 
section infiniment petite. 

Je me propose de déterminer le temps qu'un mobile affec- 
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tant ces cinq formes différentes emploiera pour parcourir la 
même distance sur le plan incliné. 

Il est évident que, si le corps glissait sur le plan, ce temps 
serait le même pour toutes les formes. Mais le mobile roulant 
sur lui-même dans les quatre derniers cas^ il faut tenir compte 
alors du magasin tournant, dont la valeur varie suivant la forme 
du mobile. 

Je négligerai dans mon calcul toute résistance provenant du 
frottement sur le plan ^ et je supposerai que le mouvement se 
produit dans le vide. 

Dans le premier cas^ celui du point matériel, le mobile glisse 
sur le plan. Sa vitesse, parallèlement au plan^ est donnée, en 
fonction du temps, par l'équation (6) de notre dialogue n^ 5, 
en y faisant m'=o. Cette vitesse est donc 

t \ de ^ . 

(i) -^=:gtsmcc, 

a étant l'angle que fait le plan incliné avec Thorizon. 

Soit ti le temps que le mobile emploiera pour parcourir sur 
le plan la distance déterminée e. 

Nous aurons en intégrant Téquation (i) 

(2) 6 = - gi' sin ce et L= 1/ 

Je considère maintenant un cas quelconque où le mobile 
roule au lieu de glisser, le rayon du cercle de roulement étant 
égal à r. 

A l'origine du mouvement, la seule quantité de travail exis- 
tant dans le système est le magasin statique du mobile, par 
rapport à un plan quelconque de comparaison, 

mgh. 



2e 
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Au bout du temps t^ le mobile ayant parcouru sur le plan la 
distance e et étant descendu verticalement d'une hauteur 
z=e sin oLy le travail se compose : 

i"" Du magasin statique 

mgf (ft— esina); 
2"" Du magasin dynamique 



2 \dl) ' 



3° Du magasin tournant 



L'équation des magasins de travail est donc 
(3) mge sin a = ^ [(dï)'"^ *^ 



laquelle se réduit à 



(4) 



i'iïi) +*^'^* = 23csina. 



Le rayon du cercle de roulement étant r, on a évidemment 

de i de 

-j- =z= cor, co =^ - -T-. 
dt ' r dt 

Cette substitution dans Téquation (4) donne 

fdey 2gesina , 



n — i 



<r et r étant des quantités constantes pendant toute la durée 
du mouvement, je puis intégrer l'équation (5). 
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J'obtiens ainsi 



\/ë V agfsino' 



dl= r- 



* = Ve V 5^=\A+|^XV/^ 



{6) '=«.\/m^p- 



Le temps cherché sera donné par l'équation (6), quant 
y aura remplacé le rayon de giration k par la yaleut qui 
vient à la forme du mobile roulant. 

Celte valeur est : 

Pour la sphère pleine 



Pour le cercle 



Pour la sphère creuse 



A« = 


2 , 


k*= 


2 ' 


k' = 


3*^ ' 



Pour la circonférence du cercle 

Si donc je désigne par U, t„ ^^ et f, les temps employés 
ces quatre mobiles roulants pour parcourir sur le plan in 
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le même espace e, j'aurai 
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Le temps de parcours va donc en augmentant, pour les mo- 
biles roulants, au far et à mesure que la matière s'éloigne du 
centre de figure. 

Paul. — Voici ua résultat original^ et qui au premier abord 
parsdt paradoxal^ en ce sens quMl tend à démontrer qu'un corps 
qui glisse sur un plan incliné va plus vite qu'un corps qui roule. 

Il est vrai que votre analyse ne tient aucun compte du frotte- 
ment^ qui est beaucoup plus considérable dans le cas du glis- 
sèment que dans celui du roulement. 

Emile. — Je vous propose maintenant de considérer le cas 
d'une masse libre en mouvement sur une courbe. 



Fig. 16. 




fi 



Le mobile est placé en a sur une ligne courbe plane ou à 
double courbure HO et assujetti à suivre cette courbe (fig. 16)* 
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Supposons d'abord que le corps soit réduit à un point maté- 
riel de masse m. 

Soit h la hauteur du point a au-dessus d'un plan horizontal 
de comparaison AB, qui sera tangent ou non à la courbe. 

Supposons en outre notre mobile animé d'une vitesse initiale 
tio^ et comptons le temps à partir de Tinstant où le mobile 
quitte le point a pour descendre le long de la courbe. 

Si nous faisons abstraction de toutes les résistances^ nous 
aurons^ pour la somme des quantités de travail au bout du 
temps t = o, 

mgh ' " 



Au bout du temps t, alors que le mobile sera descendu d'une 
hauteur verticale z, nous aurons pour la somme des magasins 
de travail 

en désignant par s la longueur de Tare aa^ parcouru par le 
mobile pendant le temps t. 
L'équation du mouvement est donc 

d'où nous tirons 

(2) (gy=MÎ-l-23 



Àt, 



Si la vitesse initiale Vq est nuUe^ Téquation précédente se 
réduit à 

ds 



(3) dï = ^^^=' 

formule connue et qui prouve que le mobile, après avoir 
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décrit une certaine partie de la courbe sur laquelle il glisse, 
est animé d'une vitesse exactement égale à celle qu'il aurait 
acquise en tombant librement, et suivant la verticale, de la 
même hauteur. 

Si le plan de comparaison est tangent à la courbe, le temps 
«^que le mobile glissant emploiera pour parvenir du point de 
départ a au point le plus bas 0, sans vitesse initiale, sera donné 
par réquation 



(4) h = 



Jo \/2^ 



Pour résoudre cette intégrale, il faut exprimer z en fonction 
des, ou réciproquement, au moyen de Téquation de la courbe. 

Nous aurons du reste Toccasion de revenir plus tard sur cette 
question. 

Considérons maintenant un mobile dont nous supposerons 
toute la matière répartie sur la circonférence d'un cercle de 
rayon r. 

Je substitue ce nouveau mobile au premier sur la courbe de 
la/îjf. i6. 

Les formules du mouvement seraient exactement les mêmes 
que pour le point matériel, si le cercle glissait sur la courbe; 
mais, si nous admettons que le cercle roule exactement sur 
la courbe, le mobile possédera un magasin tournant dont la 
valeur sera 

m&^co* mr-co' mfdsV 

c'est-à-dire précisément égale à celle du magasin dynamique 
du centre de gravité. 

Un mobile roulant, sous la forme d'une circonférence de 
cercle, possède donc un magasin dynamique total égal au 
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double du magasia dynamique d'un mobile glissant de même 
masse. 

Les équations du mouvement du mobile roulant que nous 
considérons s'obtiendront, en remplaçant^ dans celles que 
nous venons d'établir pour le mobile glissant, réduit à Vétat 
de point matériel. 






et -ul par mtij. 

Ainsi l'équation (2) deviendra 

et l'équation (3) 

(6} Ê = ^^' 

résultat déjà constaté pour le plan incliné. 

Si la courbe est continue, et si la vitesse initiale u^ est nulle, 
les deux mobiles remonteront sur la courbe à la même hau- 
teur h qui est celle du point de départ. Us oscilleront de cha- 
que côté du point le plus bas. L'amplitude de l'oscillation sera 
la même , mais sa durée sera différente, ainsi que cela résulte 
de la comparaison des formules (3) et (6). 

PauL — Il est incontestable que la considération des maga- 
sins de travail permet d'établir de la manière la plus simple 
l'équation du mouvement d'un mobile sur une courbe ou sur 
une surface quelconque; car, bien que vous n'ayez traité que 
le cas de la courbe, le raisonnement s'applique tout aussi bien 
à une surface quelconque. Cette méthode permet de poser. 
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pour ainsi dire, d'un trait de plume, la formule générale 

u = \f2gz, 

qui exprime que la vitesse u, verticale ou oblique, acquise par 
un corps pesant, au moment où il est descendu d'une hauteur 
verticale z, par un chemin quelconque, est une quantité cons- 
tante dans tous les casque Ton peut considérer, quand le mou- 
vement a lieu dans le vide, et qu'on fait abstraction du frotte- 
ment du mobile sur la ligne qu'il parcourt. 

Emile. —Je me réserve de traiter plus tard, et d'une manière 
spéciale, le cas du mouvement d'un corps pesant sur une sur- 
face. 

Je vais reprendre, si vous le voulez bien, l'exemple de notre 
mobile circulaire roulant sur la courbe MO (fig. i6) ; et je vais 
disposer les choses pour que ce mobile, après être descendu 
jusqu'au point le plus bas de la courbe, puisse continuer sa 
route en ligne droite sur la tangente horizontale OB. 

Un point quelconque de la circonférence sur laquelle est 
massée, par hypothèse, toute la matière du mobile, va décrire 
une cycloïde. 

Je me propose d'établir l'équation de cette cycloïde, en éva- 
luant, sous deux formes différentes, la quantité de travail dy- 
namique que possède le mobile au moment où il s'engage sur 
la tangente horizontale. 

Soit A (fig. 17) le point de tangence et A B la ligne horizon- 
tale que le cercle mobile parcourt en quittant la courbe MA. 

La vitesse du centre de gravité deviendra uniforme à partir 
du point A et conservera la valeur donnée par Féquation (6). 

Le mobile conservera donc les deux magasins de travail dy- 
namique, dont la somme est 

m(^ I =mr^(ù^ = mgh; 



-7-- étant la vitesse horizontale acquise par le centre de gravité, 
et (i) étant la vitesse angulaire de rolatîoo. 



Fig. iï. 
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Lacycloïde AOM, représentée dans la ^(}. 17, est celle décrite 
par le point M, de la circonférence roulante, qui se trouvait 
en A au ntoment où la mobile circulaire quittait la courbe H A. 

Je place l'origine des coordonnées de celte cycloïde au som- 
met 0, je dirige faïe des x positives sur la droite et l'axe des y 
positives de haut en bas suivant la verticale Oy. 

Il est évident que si je désigne par u la vitesse d'un élément 
quelconque ti de la circonférence mobile, sur laquelle la masse 
m est répartie unirormément, la quantité de travail djnan)!- 
que totale possédée par le système en mouvement, à un instant 
quelconque, pourra être exprimée par l'intégrale définie 



Je puis donc poser l'équation 



'im; 



Paul. —Voici effectivement une équation qui exprime qu'il 
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y a égalité entre deux magasins dynamiques dont la forme ana- 
lytique est difiRérente. Hais jusqu'à présent elle ne ressemble en 
riea à celle de la cycloîde. 

Emile. — Une simple transformation suffit pour en faire res- 
sortir Féqualion de cette courbe. 

Je remarque d'abord que pendant l'instant dt, chacun des 
éléments n de la circonférence du cercle générateur décrit un 
arc infiniment petit ds dont le similaire existe sur la cycloîde 
que nous considérons. Tous ces arcs différentiels ajoutés les 
uns aux autres reproduiraient la cycloîde entière. 

Je suis donc autorisé à poser tout d'abord 



(8) 



"•=(^)" 



Je remarque ensuite que, pendant ce même instant d(^ tous 
les points du cercle générateur tournent autour d'un axe ins- 
tantané passant par le point de tangence P. 

Si donc je désigne par &/ la vitesse angulaire de ce mouve- 
ment de rotation autour de Taxe instantané P, et par z la dis- 
tance d'un point quelconque de la circonférence génératrice à 
cet axe, je puis poser 

(9) 5^ = ^^- 

L'équation (7) devient alors 



*(û* = - 1 ci/*z*dm = - co'* / zMm, 



(lo) mr 



attendu que la vitesse angulaire o)^ est la même pour tous les 
points de la circonférence mobile. 

Il est clair que fz*dm est le moment d'inertie de la circon- 
férence génératrice par rapport à un axe horizontal et perpen- 
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dUcolaire aa plan de œtie circonférence mené par le point de 
tangenœ P. Le moment dinertie de cette circonférence, par 
rapport à Taxe principal perpendiculaire à son plan et passant 
par son centre, est 

mr*. 

Cdni dont il s'agit est donc, d'après le théorème démontré 
dans notre dialogue n® 3, 

fn(r* + r*) = 2m r* = I z^dm. 

Au moyen de cette substitution Téquation (lo) deyient 

inr*cû*=mrW*, 
soit en réduisant 

(il) Cû = (i/. 

Ce qui nous indique qu^il y a égalité entre la vitesse angu- 
laire de rotation du cercle générateur autour de son centre, et 
la vitesse angulaire de rotation instantanée autour de Taxe 
horizontal passant parle point de tangence P. 

Je désigne maintenant par ds Tare élémentaire de cycloïde 
décrit par le point M, par z le rayon vecteur instantané P M, et 
par ds^ Parc de cercle élémentaire correspondant à la vitesse 
angulaire co. 

J'aurai alors 

ds^ = iùr; eid$=^iùz. 
L^équation (ii) prendra donc la forme suivante : 

(la) ds = ^ds' 

T 
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Il me suffira maintenant d'exprimer z et d s^ en fonction de 
rordonnée y de la cycloïde pour avoir Téquation de cette 
courbe. 

Par le fait z est une corde du cercle générateur dont Téqua- 
tien est : 

en le rapportant à un système de coordonnées rectangulaires 
tracé par son centre (V. 
La considération du triangle PME nous donne 

en remplaçant y^ par r — y . 
Donc 



(i3) z = v^2r{2r — y). 

* 

D*autre part, la considération du cercle générateur nous 
donne « 

en remplaçant également y' par r — y. 
Donc 

(.4) ds/=— î:^l. 



>ly(2r—y) 

le reporte dans l'équation (12) les valeurs de z et de dsf don- 
nées par les formules (i3) et (i4), et j'obtiens finalement, après 
réductions, 

(i5) ds = dy\J^. 

C'est l'équation ditTérentidle de la cycloïde. 
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Je rinlègre entre les limites y = o = y, et ellç ine donne 



(i6) s=z*2\2ry^ 

et en élevant un quarré 

(17) s»=8ry. 

Équation de la cycloide sous la forme la plus simple et la 
plus usitée. 

Paul. — Voici effectivement une nouvelle manière d'établir 
l'équation delà cycloïde, qui, sans être précisément plus rapide 
que la manière géométrique qu'on enseigne habituellement^ 
n'en est pas moins très-intéressante. 

En résumé, vous commencez par égaler entre elles deux 
expressions différentes du travail dynamique contenu dans la 
circonférence génératrice mobile, et vous arrivez à Féquation 
très-simple : 

qui exprime que les deux vitesses angulaires du système rou- 
tant sont égales entre elles. 

Un simple calcul de géométrie vous conduit ensuite à l'é- 
quation différentielle de la courbe. 

Cette application, tout à fait imprévue pour moi, du principe 
de la conservation du travail, est une preuve de la fécondité de 
ce grand principe et une indication des services qu'il est appelé 
à rendre au développement de la science de la Mécanique. 

Emile. — Pour terminer la séance, je vous propose d'abor- 
der le problème du mouvement de§ projectiles dans le vide. 

Un projectile de masse m (fig. i8) est lancé avec line vitesse 
initiale u^ dans la direction AT, laquelle fait avec Thorizon un 
angle a. 

Au bout du temps t, le mobile est parvenu en M et s'est élevé 
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à la hauteur z au-dessus du plan horizontal AB^ passant par le 
point de départ A et pris comme plan de comparaison. 




Comme il n'y a aucune raison^ la résistance de l'atmosphère 
étant supprimée par hypothèse, pour que le mobile sorte du 
plan vertical AT, la trajectoire sera une courbe plane. 

La comparaison des quantités de travail^ à l'origine du mou- 
vement et au bout du temps t, nous donne immédiatement 
l'équation suivante : 



(I) 



m , m /ds\* 



ds étant l'élément de la trajectoire décrite par le mobile dans 
Tinstant dt. 

Paul. — Vous ne tenez pas compte ici du magasin tournant 
que peut posséder le projectile au sortir de la pièce. 

Emile, -r- Nous supposons le projectile lancé dans le vide. Il 
n'éprouvera par conséquent aucune résistance dans son mou- 
vement. Si donc il possède un magasin tournant en sortant de 
la pièce^ il le conservera intégralement pendant toute la durée 
de son mouvement. Ce magasin de travail entrerait ainsi dans 
les deux termes de Téquation (i), et s'annulerait par consé- 
quent. 

Il est donc inutile de le considérer dans le cas du vide. 

Mais on devrait en tenir compte, dans le cas du mouvement 
dans Patmosphère^ attendu que sa valeur cesserait d'être cons- 
tante^ par le fait de la résistance de l'air. 
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Paul. — ^Je suis de votre avis. Mais permettez-moi de tous 
faire remarquer d'autre part que si votre équation (t) oousfait 
comiaitre immédiatement la valeur de la vitesse du mobile en 
fonction de sa hauteur z, elle ne nous apprend absolument rien 
sur la nature de la courbe décrite par le mobile. 

Emile. — Vous avez parfailement raison. 

L'équation qui exprime la conservation du travail, à deux 
époques quelconques du mouvement, ne sufflt pas toujours 
pour la solution complète du problème. 

Pour celui que nous traitons ici, ainsi que pour d'autres que 
nous traiterons dans la suite, une seconde équation est absolu- 
ment nécessaire pour pouvoir éliminer l'élément dl, condition 
sans laquelle il serait impossible d'obtenir l'équation de la tra- 
jectoire. 

J'établirai cette seconde relation en remarquant que la vi- 
tesse horizontale du mobile ne saurait être influencée par l'ac- 
tion de ta pesanteur, qui agit verticalement. Il me suffira donc 
d'esprimer que cette vitesse horizontale est constante. 

Je place l'origine des coordonnées en A, l'axe des ;; suivant 
la verticale et l'axe des x suivant l'horizontale AB. 



Je remplace dans l'équation (i) 

(s) p- {■s)+W)' 



«o' par «0° (sin* k 
Elle devient ainsi 

I ^") ul (sin- a -f- cos' k| = 2gz - 






La vitesse horizontale t- restant constante, pendant toute la 
durée du mouvement, esl nécessairement égale à Ujcos a, La 
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seconde équation dont il s^agit sera donc 

dx 

(2) •^ = MoCOSa. 

Elle va me permettre d'éliminer dt, et par conséquent d'ar- 
river à une équation entre x et z, qui sera celle de la trajec- 
toire. 

Je tire de Téquation (2) 

u J cos* a 

le reporte cette valeur dans Téquation (i ^^) qui devient» 
après réductions^ 

(3) ul sin'a = 25'Z4-wJ cos'al ^ ) . 

C'est Péquation différentielle de la trajectoire. 
Pour l'intégrer, j'écris 

Uncosadz 



da? = 



Vujsin'a — 2gz 
L'intégration, entre les limites 2 = 0=2, me donne 

x = [yul sin'a •— ngz — m^ sin a), 

et, en élevant au quarré, j'obtiens finalement pour l'équation 
de la trajectoire 

(4) gx* — 2MÎxsin acosa-f-2ttJ 2C08'a=o. 

On pourrait la simplifier en la rapportant à un nouveau sys- 
tème de coordonnées rectangulaires, dont l'origine serait au 
sommets de la courbe, Taxe des z étant dirigé de haut en bas. 

Mais telle qu'elle se présente, dans la formule (4)^ on la re- 
connaît pour une parabole. 

En 7 faisant jz = o, on obtient pour l'amplitude de la courbe. 
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lie sur rhorizootal A B^ 



|3> a?i = — ^sinacosa. 

9 

dz 
En (lisant, dans Téquation (3), ^ = o^ on obtient^ pour la 

t^ltiir de Tordonnée maximum h, 

m 

Paul. — Tous ces résultats sont parfaitement connus ; et ce 
qu*il y a de plus remarquable dans votre méthode, c'est qu'elle 
ccoiduit ici à des calculs plus compliqués que la méthode ordi- 
naire. Or, ce n'est pas ce que vous nous aviez promis en com- 
mençant. 

£mile. — Je vous ai promis de poser, dans chaque cas par- 
ticulier, réquation générale du mouvement d'une manière 
simple. L'établissement de Téquation (i), applicable au mou- 
vement des projectiles dans le vide, en est la preuve. 

En ce qui louche maintenant les développements d'analyse 
nécessaires, soit pour calculer le temps d'une révolution ou 
d'une oscillation, soit pour établir l'équation d'une trajectoire, 
je n'ai jamais prétendu vous les présenter d'une manière plus 
simple que ne le font ordinairement les auteurs. Ces dévelop- 
pements sont du reste à peu près les mêmes, quelle que soit la 
méthode employée. Permettez-moi donc de trouver votre 
CJfitique un peu sévère. 

pi^nl, -. C'est possible; mais vous avez fait appel à ma fran- 
<^bte> atj d'autre part, vous nous avez déjà donné le droit d'être 
Qtxig^ant Que nous donnerez-vous à la prochaine séance ? 

l^niU^ -^ Je me propose d'aborder quelques problèmes dans 
toiqu^ dot masses variables seront en mouvement. 
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Masses variables en mouvement. 



Problème de la chaîne remontée par un poids. — Magasin calorifique 
dû au choc de la chaîne sur le plan où elle se masse. — Expression 
générale de la force. —Discussion des circonstances du mouvement. 



Paul. — Vous nous avez promis d'analyser aujourd'hui le 
mouvement des masses variables. La question est entièrement 
nouvelle; nous vous prêtons toute notre attention. 

Emile. — Je vais d'abord examiner le cas représenté dans la 

Fig. 19. 
H 

P 



A. 



Vj 



. C'est celui d'un poids constant P = mgr, qui remonte une 
chaîne homogène massée en un seul point sur le plan horizon- 
tal Â 6, que je prendrai pour plan de comparaison. 

L'extrémité de la chaîne est réunie au poids P par un cor- 
don passant sur la poulie K. 
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Je ferai ici abstraction, pour ne pas compliquer la question^ 
du magasin tournant de la poulie, du poids du cordon et de 
toute résistance due à une cause quelconque. 

A Torigine du mouvement, la chaîne, réduite, par hypo- 
thèse, à rétat de point matériel reposant sur le plan de compa- 
raison, ne possède aucun magasin statique. Le seul magasin 
statique existant dans le système est celui du poids P, soit 

tngh* 

Au bout du temps t, le poids P étant descendu de la hau- 
teur z et une portion de chaîne de hauteur z étant soulevée 
verticalement, la quantité de travail possédée par le système 
est la suivante : 

i"" Magasin statique du poids P 

mgih'-z); 
2? Magasin statique de la portion de chaîne soulevée 

(fJL étant la masse par mètre courant de la chaîne); 
3» Magasin dynamique du poids P 

m /ds\ ' ^ 
l \dt) ' 

'4^ Magasin dynamique de la portion de chaîne soulevée 

L'application du principe de la conservation du travail nous 
donne 

(0 ^3, = M_+^-+li-jy. 
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J'en dédais immédiatement pour la valeur de la vitesse en 
fonction de Tespace parcouru 

^ ' \dtj m+\LZ 

Cette vitesse s'annule quand z acquiert la valeur 

(3) z, = —. 

En ce moment le poids de la chaîne soulevée est le double 
de celui du poids P. 

Comme l'équilibre n'existe pas dans ces conditions^ la chaîne 
redescendra à son tour en soulevant le poids P. Ce mouve- 
ment rétrograde ne s'arrêtera que lorsque le poids P sera re- 
venu à sa position primitive et que la chaîne sera massée de 
nouveau sur le plan horizontal ÂB. 

Le mouvement sera donc alternatif. 

Paul. — Je n'ai aucune objection à faire aux trois équations 
que vous venez de poser et qui se rapportent au mouvement 
descendant du poids P. Je vous accorde que ce mouvement ne 
s'arrêtera qu'au moment où le poids de la portion de chaîne 
soulevée sera double de celui du poids P. 

Mais ce (jue je conteste jusqu'à nouvel ordre, c'est que la 
chaîne puisse remonter le poids jusqu'à sa position primitive, 
attendu qu'il me semble qu'une portion du travail statique de 
la chaîne, quand elle remonte le poids, doit être perdue par 
le choc de la chaîne sur le plan et transformée en chaleur. 

Emile. — Votre objection serait fondée si le poids de la chaîne 
soulevée dépassait le double du poids qu'elle remonte, au- 
quel cas, le mouvement ne serait plus équilibré; mais , si le 
poids de la chaîne est égal ou inférieur au double du poids P, 
il ne saurait y avoir choc sur le plan AB. 
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Pour éclaircir tout de suite ce point, je vais établir l'équation 
du mouvement descendant de la chaîne. 

A l'origine de ce mouvement, la chaîne est déployée verti- 
calement sur la hauteur z^, et le poids P repose sur le plan de 
' comparaison. La quantité de travail contenue dans le système 
se réduit au magasin statique de la chaîne 

2 

Au bout du temps t, le poids étant soulevé à la hauteur z\ 
la somme des magasins de travail se compose : 
lo Du magasin statique de la chaîne 

20 Du magasin statique du poids 

mgz^; 



3° Du magasin dynamique du poids 






4<* Du magasin dynamique de la chaîne 

J'y ajoute un magasin de travail calorifique Q, dû au choc 
possible de la chaîne sur le plan de comparaison, et j'obtiens, 
pour réquation du mouvement descendant de la chaîne, 

/ K-Ô'-* /. /^wi . ^(z,'-z')\/dz^\* ^ 

Considérons maintenant les divers cas qui peuvent se pré- 
senter. 
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Supposons d'abord le poids P nul ; nous aurons tn=o^ et la 
chaîne, déployée verticalement^ tombera librement sur le plan 
de comparaison. 

Dans ce premier cas, Téquation se réduit à 

Si nous y faisons j3'=j5„ elle nous donnera 
(6) Q = t^. 

Ce qui nous indique que^ dans ce cas, tout le magasin statique 
primitif de la chaîne a été transformé en travail calorifique par 
suite du choc de la chaîne sur le plan où elle se masse. 

Ce résuli'it était prévu d'avance, puisque la chaîne n'a pro- 
duit aucun travail soit statique, soit dynamique^ dans son mou- 
vement de descente. 

11 est clair d'ailleurs, dans ce cas particulier, qu'à un mo- 
ment quelconque du mouvement, le magasin calorifique résul- 

tat du choc, est représenté par le magasin statique ^ de la 

portion de chaîne massée sur le plan. 
Si donc je remplace dans Téquation (5) 



Q par i-^ — , 



elle deviendra 



(6«.) ^gz'iz.-.') = t(^..-z'){^y. 



d'où je tire 



(7) {wï=^S''- 



98 DIALOGUE N** 8. 

La vitesse de descente de la chaîne, quand elle ne soulève au- 
eun poids, est donc la même que si tous ses éléments tombaient 
librement et indépendamment les uns des autres. 

C'est encore un résultat prévu d'avance et qui confirme 
Texactitude de Téquation générale (4). 

Supposons^ en second lieu, que la chaîne soulève un poids mg, 
et poscMis 

p étant un poids positif^ nul ou négatif. 

En faisant cette substitution dans Téquation (4), elle devient, 
après réductions» 

Nous admettrons d'abord que la vitesse du système s'annu- 
lera pour une valeur de z^ plus petite que Zi ou égale à z^. 

Dans ce cas, s'il existe un magasin calorifique^ sa valeur sera 
égale au travail perdu, c'est-à-dire à 

Cette équation^ qui n'est que la conséquence du principe de 
la conservation du travail^ nous démontre immédiatement que 
si p est positif^ ou nul, le magasin calorifique est nul ou néga- 
tif, attendu que z^ ne peut pas dépasserai. 

Dans le cas que nous considérons, le magasin calorifique ne 
peut pas être négatif^ puisqu'une production de froid est im- 
possible. 

Je suis donc autorisé à conclure de là qu'aucun magasin ca- 
lorifique ne peut se produire dans le mouvement descendant 
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d'une chaîne qui remonte un poids égal ou supérieur à la moi- 
tié du poids de cette chaîne. Donc il n'y a pas choc dans ce cas. 

Paul. — Je TOUS accorde cela. Hais quelle est la valeur du 
magasin calorifique dans le cas où le poids remonté est infé* 
rieur à la moitié du poids de la chaîne ? 

Emile. — Dans ce cas, non-seulement la chaîne se massera 
entièrement sur le plan ^ mais le poids remonté conservera 
encore une certaine vitesse ascendante ti, quand il sera par- 
venu à la hauteur Zt. 

En effets si cette vitesse était nulle, aucun magasin calorifi- 
que ne serait produit, ainsi que je viens de le démontrer^ et la 
valeur dep déduite de Téquation (9) serait nuUe^ ce qui serait 
contraire à l'hypothèse que nous admettons en ce moment. 

Le travail perdu^ représenté par le magasin calorifique dû 
au choc de la chaîne, sera donc 

(10) Qz=Sl|-i--.mffz,— -^i^ 

Dans le cas déjà considéré de m = o, nous retrouvons la for* 
mule {6). 

Paul. — Me voilà maintenant suffisamment édifié sur la 
question du choc de la chaîne sur le plan où elle se masse^ et 
je vous propose de revenir à la discussion de notre problème. 

Emile. — Je tiens à vous faire maintenant une remarque 
des. plus importantes. 

Je difTérentie l'équation (i), et j'obtiens 

(11) mgdz = iLgzdZ'i'm^dz+iLZ'^dz-^^\^\ dz. 

Cette équation n'est autre que celle que Ton déduirait de Té- 
quation générale de la Mécanique^ en y changeant la caracté 
ristique 8z en dz, si cette dernière s'appliquait aux masses va- 
riables en mouvement. 

224099B 
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V 

Mais, telle que Lagrange Ta posée, elle ne nous donnerait pas 
le dernier terme 



? {s?- ' 



qui mérite toute notre attention. 

Paul. — Je vous avoue que je ne saisis pas bien au premier 
abord la signification de ce dernier terme. 

Emile. — Eh bien, ce terme représente le moment virtuel de 
la force partielle 



^ (M)- 



laquelle , avec la force partielle 

constitue la force totale due au mouvement de la chaîne. 

Paul. — Je comprends de moins en moins. 

Emile. — Un peu de patience et d'attention. Tout ceci va 
s'éclaircir parfaitement. 

Veuillez vous rappeler que, daîis notre deuxième entretien, 
vous m'avez accordé que la force pouvait être considérée 
comme le coefficient différentiel de la quantité de mouvement. 

Paul. — Oui, mais j'ai fait mes réserves sur Tapplication 
que vous avez prétendu faire de cette définition aux masses 
variables. 

Emile. — Eh bien, le moment est venu de discuter la valeur 
de votre réserve. 

La quantité de mouvement que possède la chaîne, au boul 
du temps t, est^bien 
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Si la force due au mouvement est en général -~> celle de 
la chaîne aura pour valeur 

Elle comporte deux termes; et, en effet, pour soutenir le mou- 
yement ascendant de la ebaine, il faut lui imprimer deux ef- 
forts. 

Le premier aura pour effet d'accélérer la vitesse delà portion 

(le chaîne soulevée. Il est représenté parla force [^z--7-^ , comme 

s'il s'agissait d'une masse invariable. 

Le second aura pour effet de soulever un élément massif 

\Ldz de la chaîne, et de lui imprimer, pendant l'instant infini- 

dz 
ment petit di, une vitesse finie -ry Ce second effort est repré- 



senté par la force 



^m- 



Paul. — Je commence à comprendre. 
Quand la masse est constante, il n'y a évidemment qu'une 
seule force due au mouvement. Sa valeur générale est 

Mais quand la masse est variable, un deuxième eSort est né- 
cessaire pour communiquer à l'élément d M, qui prend part au 
mouvement pendant l'instant d t, la vitesse finie V. C'est ce 
deuxième effort, représenté par le produit d'une masse infini- 
ment petite par une vitesse finie, qui donne lieu à la force 

r 
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Mais comment se fait-il que ces deux forces n'aient pas le 
même déplacement Tîrluel Â: ou dz, dans le cas que nous 
considérons? 

Emile. — C'est bien facile à comprendre. 

Pendant l'instant d t, toute la portion de chaîne déjà soule- 
vée progresse de la quantité dz, qui représente également le 
déplacement du poids P. Mais l'élément dz, qui, au commen- 
cement de l'instant dt, était massé sur le plan AB, et qui, à la 
fin de cet instant d t, se trouve soulevé verticalement, n'a subi 

en réalité que le déplacement -dz, puisque son centre de gra- 
vité ne s'est élevé que de cette quantité. 

Paul. — C'est évident, et je ne puis maintenir plus long- 
temps ma réserve, puisque la formule générale ^_ 



dV , 



dl dt 



dl 



se trouve ici parfaitement d'accord avec le grand principe de 
la conservation du travail. 

Cette discussion me remet en mémoire la manière dont Pois- 
son a posé l'équation du mouvement d'une chaîne homogène 
qui glisse sur deux plans inclinés accolés, problème dont j'ai 
comparé la solution à celle que vous avez obtenue pour le cas 
de la poulie, en tenant com pte du magasin tournant de la pou- 
lie et du poids de la corde. (Voir le dialogue n" 5.) 



Le grand géomètre introduit lui-même cette force 



^m 



dans les deux termes de son équation. Elle n'a donc pas le 
mérite de la nouveauté. 

£mi1e- — J'allais vous signaler moi-môme celte innovation 
due à Poisson, et qui n'a pas élé introduite par les auteurs qui 
ont traité le problème après lui. 
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Vous av«z dû remarquer toutefois qu'en introduisant cette 
nouvelle force dans Téquation du mouvement de la chaîne sur 
deux plans inclinés, Tilluslre géomètre lui attribue en fait le 
même déplacement virtuel qu'aux autres forces qui entrent 
dans son équation. 

Paul- — C'est parfaitement vrai. Mais cette erreur, ou plu- 
tôt cette omission, n'a aucune influence sur le résultat finale 
parce que la force dont il s'agit s'annule sur les deux plans^ et 
qu'elle ne figure dans l'équation que pour mémoire. 

11 conviendrait donc, jusqu'à un certain point, de reporter à 

/fui 
Poisson Thonneur de la découverte de la force V-^r- 11 n'est pas 

à ma connaissance qu'un auteur quelconque en ait parlé soit 
avant soit après lui. 

Emile. — Je suis d'autant plus disposé à partager votre 
avis, que j'ai toujours eu une grande vénération pour Poisson, 
qui m'a témoigné de la bienveillance dans ma jeunesse^ 
et dont le Traité de Mécanique rationnelle a été mon guide le 
plus sûr dans les recherches que je vous soumets aujourd'hui. 

Je me propose maintenant de déterminer la valeur z^ de z 
qui correspond à la situation d'équilibre du poids et de la 
chaîne. 

P^ul. — 11 me semble qu'il vous suffira pour cela de faire, 
dans réquation (i i), ^ = o. 

Emile. — Il me semble à mon tour que votre observation 
est tant soit peu insidieuse. 

Paul. — Nullement. Vous savez très-bien que pour passer de 
l'état dynamique à l'état d'équilibre, il suffit d'annuler, dans 
l'équation générale de là mécanique , toutes les différentielles 
d% d^y et d*z. 

Emile.— Vous oubliez ou vous feignez d'oublier que réqua>» 



tion (i i) sort du cadre de requaiion gêoêrale de la mécaDiqne. 
Si je procédais, comme vous le dites, j'obtiendrais, pour dé- 
termîneri:,, l'équation 
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] sort du cadre de rèqualion générale de la m^ 



mg = ii.gz-i-^ 



équation qui ne convient nullement à la situation d'équili- 
bre, et qui, au lieu de nous donner la valeur de z correspon- 
dante à l'équilibre, nous donnera, comme nous le verrons tout 
à l'heure, la valeur de : correspondante au maximum de la 

vitesse -r-- 
dt 

Paul. — Mais, c'est le renversement de toutes les idées re- 
çues jusqu'à ce jour en mécanique. 

Est-ce que la position d'un système quelconque en mouve- 
ment, correspondante à l'état d'équilibre, ii"est pas la même 
que celle qui correspond au maximum de la vitesse ï 

Emile. — Oui certainement, quand les masses en mouve- 
ment sont constantes; mais non, quand une ou plusieurs de 
ces masses sont variables. Nous en avons ici un exemple. 

Remarquez que nous sortons ici du cercle étroit que l'ana- 
lyse avaitassigné tout d'abord au domaine de la Mécanique. 

Nous ne renversons nullement les idées reçues et qui ont 
cours aujourd'hui ; mais nous leur enlevons le caractère de 
généralité qu'on leur a attribué dès le principe. Nous précisons 
les cas dans lesquels elles sont applicables avec leurs formes 
analytiques actuelles, et pour les rendre applicables à un cas 
quelconque, nous ne faisons que les compléter, 

C'est ainsi que nous avons déjà reconnu que l'équation géné- 
rale de la Mécanique ne s'appliquait que dans certains cas par- 
ticuliers. 

C'est ainsi que nous venons de compléter l'ancienne formule 
de la force, qui ne comprenait que l'effort du à l'augmentation 
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de la vitesse, en y ajoutant Feffort dû à raugmentaiion de la 

masse. 

Nous nous trouvons maintenant en face d'une idée^ qui n'est 
que la conséquence de Fancienne formule de la force, et en 
vertu de laquelle on pose en principe que pour passer de Tétat 
de mouvement à Télat d'équilibre, il sufflt d'annuler les accé- 
lérations de vitesses dans les équations du mouvement. 

Ce principe n'est pas plus général que l'ancienne formule de 
la force ; et il se trouvera en défaut dans tous les cas où cette 
formule le sera elle-même. 

Pour reMituer à ce principe son véritable caractère de géné- 
ralité, il suffira de le compléter en renonçant ainsi : 

Pour passer de l'état de mouvement à Vétat d'équilibre^ il 
faut annuler^ dans les équations du mouvement^ toutes les 

FORCES DUES AU MOUVEMENT. 

On comprend en effet que dans les équations qui expriment 
réquilibre, il ne doit rester que des forces motrices. 

En vertu de ce principe ainsi généralisé, pour obtenir la va- 
leur de z, qui correspond à Tétat d'équilibre du poids et de la 
chaîne, je dois annuler, dans l'équation (ii), non-seulement 
les forces dues à l'accélération de la vitesse, mais encore la 



'*(S)^"«^^' 



force î^ ( ^ ) due à l'augmentation successive de la masse de la 

chaîne, attendu que c'est une force née du mouvement. J'ob- 
tiendrai ainsi 

(i4) -0 = ^^ 

résultat normal prévu à l'avance. 

Paul. — Après celte explication raisonnée, je n'ai plus d'ob- 
jection à opposer à cette doctrine nouvelle qui, en définitive, ne 
porte aucune atteinte à l'ancienne, et ne fait qu'élargir la base 
sur laquelle repose l'édifice actuel de la Mécanique. 
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Et maintenant comment procédez-vous, dans un système 
en mouvement pour obtenir la situation correspondante au 
maximum de la vitesse ? 

Emile. — Comme on le fait ordinairement pour tout système 
en mouvement dont les masses sont constantes^ c'est-à-dire 
en égalant à o la valeur de la différentielle de la vitesse, con- 
formément au principe des maxima et des minima. 

L'équation (2) me donne 



dl y m-\-\LZ ' 
Je la différence et j'obtiens 

, w. d^ 2m*g — \f'^gz'^ — 2,m\Lgz 

^^^ dC ~ 2(m-+-txz)« 

En y faisant ^=0, j'obtiens pour la détermination de la 

valeur Zo de z correspondante au maximum de vitesse l'équa* 
tion 

(16) (jt.'Z^*-H 2 m [jlZj — 2 m' =0, 

laquelle n'est autre que l'équation (i3), dans laquelle ( -tt) 

aurait été remplacé par sa valeur tirée de l'équation (2). 
Les racines de Féquation (16) sont 

(17) Z. = ^(-i±v/3). 

La racine positive convient seule au mouvement descendant 
du poids^ attendu que^ dans cette période du mouvement al- 
ternatif, la valeur de z comptée de haut en bas doit toujours 
rester positive. 

La distance à laquelle se produit le maximum de la vitesse 
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descendante du poids P est donc 



(18) 



Zo=^ (v^3-i) =:Zo(\/3- i) ==o,733...x V 



Ce maximum de vitesse se produit donc avant que le poids 
P n'ait atteint sa position d'équilibre. 

Pour calculer maintenant la position du poids P qui corres- 
pond au maximum de sa vitesse ascendante^ je me reporte à 
réquation (4) relative au mouvement ascendant du poids P. 
J'en fais disparaître le magasin calorifique Q> lequel est nul 
dans le cas que nous considérons^ et j'en tire pour la valeur de 
la vitesse ascendante du poids P 

(10^ /dzy_ 2gz^{z,^z^) 

• ^^ \dt ) — 3Zi-2S' ' 

en y remplaçant m par — • 

En faisant la même substitution dans Téquation (2)^ elle 
prend la forme suivante : 



^^9'^^ \di) =-iT 



-z) 

2Z 



Ce qui indique que z^=Zi — z; c'est-à-dire que pour passer 
du mouvement descendant au mouvement ascendant du poids^ 
il suffit de remplacer dans les équations z par z^ — z. 

le diflférentie Téquation (19), et en faisant , dans Téquation 

différentielle obtenue, ^-^=0, j'arrive à l'égalité 

(20) 2/«_3-5^2'-+--2Î=0, 

dont les racines sont 

(21) z'=^(3±V3)=^(3dr^). 
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Comme la valeur de z' ne peut dans aucun cas dépasser z^, 
je dois prendre ici le radical avec le signe — ; ce qui me donne 
pour la valeur Z'o coiTCspondante au maximum de vitesse 
ascendante du poids P et comptée à partir du plan de compa- 
raison 

(22) Z'o=^(3-V3y=:Zo(3-v^) = i,267...xv 

Ce second maximum de vitesse se produit donc après le pas- 
sage du poids P par sa position d'équilibre^ et précisément au 
même pointque le maximum de la vitesse descendante^ attendu 
que 

Zy — T^ = !iz^ — 3Zo-l- ^0 V3 = -0 (v/3— i) = Zo- 

Paul. — Ce résultat était prévu d'avance. C'est une consé- 
quence générale du principe des forces vives. 

Quelles sont maintenant les valeurs du maximum de vitesse 
descendante et du maximum de vitesse ascendante du poids P? 

Emile. — Pour avoir le maximum de vitesse descendante 
du poids P, il suffit de faire dans l'équation (19^**) 

ce qui donne^ toutes réductions faites^ 

/^Q\ ^Zq maximum I f n5\ 

(^^) âf à la descente = \/^ 9^o (2 - n/3). 

En faisant dans l'équation (19) 

z/ = ^0 (3 - v^3),. 
on obtient également, toutes réductions faites, 

/r,A\ "^^0 maximum I ^^ / ./ô\ 

^^' HT à lar^^mie = \/^ 9^0 (2 - V3} • 

Ces deux maxima de vitesse sont donc égaux entre eux. 
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Il ne nous reste plus à calculer que la valeur de la vitesse 
correspondante à la position d'équilibre, laquelle est nécessai- 
rement plus pelite que la vitesse maximum dans le cas que 
nous considérons. 

En faisant z = Zf^ dans Téquation (19 bis) et z^=^Zq dans Té- 
quation (19), on obtient le même résultat pour la vitesse du 
poids P à son passage par la position d'équilibre^ savoir : 

Cette vitesse est précisément égalé à la moitié de celle que le 
poids P eût acquise au milieu de sa course, s'il fût tombé libre- 
tnent, 

Paul. — Pour compléter la discussion de ce problème, il 
nous faudrait pouvoir calculer le temps que le poids P emploie 
pour tomber de la hauteur z. Mais pour cela il faudrait résou- 
dre rintégrale 



(26) dt = dz\l ^\"^^^ 



) 



que Ton déduit de l'équation (19 bis), 

Emile. — Ce problème de calcul intégral me paraît un peu 
compliqué. Je vous propose de le laisser à des analystes plus 
habiles que nous, et de nous en tenir là. 
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Masses yariables en moaYement. 



Mouvement d'une chaîne massée se développant sous Faction de la pesan- 
teur. — Mouvement d'une chaîne de puits supportant un poids et se 
déroulant sur un cylindre. — - Mouvement d'une chaîne entraînée 
horizontalement par une masse ayant reçu une percussion initiale. — 
Détermination de la valeur de la force centrifuge par la considération 
des magasins de travail. 

Emile. — Je me propose de vous soumettre aujourd'hui 
quelques autres problèmes relatifs au mouvement des chaînes 
homogènes. 

Je vais d'abord considérer le cas d'une chaîne homogène 
massée en un point sur un plateau Â^B^ et se déroulant verti» 
calement, sous Faction de la pesanteur^ en passant par un ori- 
fice pratiqué dans le plateau (fig. 20). 

Fig. 20. 
A' M B' 



Soient: 

kiNVsrueur de la chaîne entii 
par mètre courant; 
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h la hauteur du point H, au-dessus d^un plan horizontal 
quelconque Â B^ pris comme plan de comparaison. 

A l'origine du mouvement, la quantité totale de travail con- 
tenue dans le système est représentée par le magasin statique 
de la chaîne massée^ dont la valeur est 

Au bout du temps t, la chaîne s'étant déroulée sur une hau- 
teur verticale z, nous aurons les quantités de travail suivantes: 
i^ Magasin statique de la portion massée 

^g(\—z)h'j 
^ Magasin statique de la portion déroulée verticalement 

S"" Magasin dynamique de cette portion de chaîne 

fxz/dzy 

L'équation du mouvement sera donc 

(i) îx^XA = {x^(X— z)/H- fx^Z (h —y M- Ç ^^j ^ 

laquelle se réduit à 

/ ,., F^ô'z' }j.z(dzV 

J'en tire successivement 

(2) 5F = v^' 



(4) 



==v1- 
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(5) z = ^g(}, 

dz I 

(6) ,i=3^t, 

ce qui nous indique que Textrémité de la chaîne descend ver- 
ticalement, comme si elle'était soumise à la force accéléra- 

Jrice ^ff. 

Paul. — Voici un résultat très-simple et très-net, et qui ce- 
pendant était encore inconnu en mécanique. 

Emile. — Vous remarquerez qu'en différentiant Féquation 
( I **«), nous obtenons 

, d^z , /dz\^dz 

équation qui exprime Téquilibre entre la force motrice 

de la portion de chaîne développée verticalement et la force 
due au mouvement de celte même portion de chaîne, laquelle 
force a pour expression, conformément à la formule géné- 
rale 

d'z , fdzY 
^'diF-^^[di)' 

Le déplacement virtuel du premier terme a pour valeur dz, 
tandis que celui du second terme n'est que -dz, 

Paul. — C'est une nouvelle confirmation de la formule gé- 
nérale de la force. 

Je vous propose de déterminer la valeur du temps T que la 
chaîne emploiera pour se masser entièrement sur le plan ho- 
rizontal A B. 

Emile. — Très-volontiers. 



j 
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Il nous faudra distinguer trois cas : 

Dans le premier cas; X < A, le temps T sera divisé en trois 
intervalles, savoir: 

i"" Le temps t^ que la chaîne emploiera pour se déployer ver- 
ticalement sur toute sa longueur X ; 

2** Le temps U qu'elle emploiera pour parcourir l'espace ver- 
tical A — X. Ce n'est qu'au bout de ce temps U que l'extrémité 
inférieure de la chaîne atteindra le plan ÂB. 

3"" Le temps t^ qui sera nécessaire pour que la chaîne dé- 
ployée verticalement se masse entièrement sur le plan ÂB. 

Le temps t^ est donné par la formule (4)> en y faisant z=l. 
Sa valeur est donc 

(8) '• = =^V^- 

La vitesse u^ acquise par chaque élément de la chaîne au 
bout du temps ti est donnée par Téquation (6). Sa valeur est 

(9) Wi = ^^^ = v/'^- 

Quel est maintenant le temps t, nécessaire pour qu'un point 
matériel qui tombe librement sous l'action de la pesanteur, 
avec une vitesse acquise ti^, puisse descendre de la hauteur 
A — X? 

II est donné par l'intégrale définie^ 

r^"'^ dz X i - 

8 
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QvMtit M temps U employé par la chaîne qui se masse sur le 
flan AB» nous le calcolerais comme si rextrémité sopériem^ 
de la cbatm était mi point libre, d'après ce que nous arons re- 
dans notre précédent dialogue. 

La râleur de ce temps l» sera donc donnée par Tint^rale 



«a étant la Titesse acquise par un élément quelconque de la 
làuine au moment où son extrémité inférieure atteint le plan 
AB. 
La Taleur de la Titesse ti, est donnée par Téquation 

/xa. u,* = tii*-h2gf(fc — X) = gf(2fc — X). 

fànis aurons donc^ en substituant cette Yaleur dans Téqua- 

tÙM) (II) 



'^^RBrjAAenons ainsi, en définitive, dans le premier cas que 
i««^~«eiuais de considérer 

.^ ^C3iaâiisant^ 
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Dans le second cas, X=: A, le temps T se réduit à 

(i5) T=y/^(i + v/3). 

Il nous reste le troisième cas à considérer :'k>h. 

Quand Textrémité inférieure de la chaîne aura atteint le 
plan ÂBj une portion de longueur X — h sera encore massée 
en M. ^ 

A ce moment la vitesse de la chaîne sera 

et la durée de cette première période du mouvement sera 

conformément aux formules (2) et (4). , 

Pour estimer la durée U de la deuxième période du mouve- 
ment^ pendant laquelle la portion massée en H se déroulera 
verticalement, je vais établir l'équation générale de ce mou- 
vement. 

Au commencement du temps t^, la quantité de travail pos^ 
sédée par la chaîne se compose : 

i"" Du magasin statique de la portion massée en H 

20 Du magasin statique de la partie développée verticalement 
3"" Du magasin dynamique de cette partie 
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AU bout d'un temps quelconque t, fraction de t^, alors qu'une 
portion de chaîne de longueur z est massée sur le plan A B^ la 
somme des magasins de travail est la suivante : 

I® Magasin statique de la portion massée en M 

lLg{\ — h—z)h; 
2"" Magasin statique de la partie verticale 

3"^ Magasin dynamique de cette partie 



[fJi fdz\^ 



L'équation du mouvement que nous considérons sera donc^ 
après réductions^ 

(.61 '^■+W*' = 'f(Ê)' 

Paul. — Mais pourquoi ne tenez-vous aucun compte ici du 
magasin caloriGque dû au choc de la chaîne sur le plan AB ? 

Emile. — Parce que, pendant la deuxième période du mou* 
vement, la chaîne se masse sans choc. 

En effet, le magasin calorifique élémentaire, qui pourrait se 
produire pendant Tinstant dt, serait représenté par la perte de 
force vive de l'élément inférieur de la chaîne qui se masse sur 
le plan A B, si la chaîne tombait librement^ comme cela a lieu 
dans la troisième période du mouvement. 

Mais, pendant qu'une perte de force vive élémentaire se 
produit au bas de la chaîne^ un gain de force vive équivalent 
se produit au sommet^ par suite de la mise en mouvement ins- 
tantanée d'un élément massé en M. Il y a donc compensa- 
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tion, comme dans le mouyement équilibré que nous ayons dis- 
cuté dans le dialogue précédent. Par conséquent^ aucun choc 
ne peut avoir lieu sur le plan AB. Voilà pourquoi je ne dois 
introduire aucun magasin calorifique dans Téquation (i6). 
J'en déduis alors 



(^)"= 



(17) {j^j =9h+2gz = u*-]rii9z; 

La valeur cherchée du temps (, est donc 

Jo \/gh,-h2gz 9 



(.8) ^ '.= \/^'-Vl- 

En ce qui concerne maintenant la durée U de la troisième 
période du mouvement^ pendant laquelle la partie verticale de 
longueur h se masse sur le plan ÂB^ elle sera donnée^ comme 
dans le premier cas, par Tintégrale 

soit, en remplaçant m, pser sa valeur tirée de Téquation (17), en 
y faisant z = X — h , laquelle est 

ul=gh'h2g(k—h)=g(2\—h), 



2X— /i 



(19) ^=^(v/^(2X+/i)-V^(2X-/.;)=Y/iS_y^ ^ 
Nous obtenons ainsi, pour la valeur du temps total T, 



^-.-^--v^v^-viv^v: 



2X— /i 



aX+Â 



soit, en réduisant, 

(20) T=y 

On voit ainsi que les équations (i4) et (20), relatives aux 
premier et troisième cas, se déduisent l'une de l'autre par la 
permutation des lettres ï. et h. 

Paul. — Cette solution est assurément très-simple. 

Emile. — Je vous propose d'examiner le cas d'une chaîne de 
puits enroulée sur un cylindre et qui descend verticalement 
sous l'iuGuence de son propre poids et d'un poids additionnel 
attaché à son extrémité. 

Je tiendrai compte, dans la solution de ce problème, du ma- 
gasin tournant du cylindre. Toutefois, je supposerai le moment 
d'inertie du cylindre constant, bien que par le fait sa valeur 
diminue au fur et à mesure que la chaîne se déroule. 



% 



A 



Soient : {fij. ai), 

[t la masse par mÈlre courant de la chaîne ; 

m la masse du poids additionnel qu'elle lient en suspension; 

X la longueur de la chaîne; 

Mft' le moment d'inertie, supposé constant, du cylindre; 

r son rayon, 

A l'origine du mouvement je suppose le poids additionnel 
au niveau A' fi' du plan horizontal passant par l'axe du cy- 
lindre, et à une hauteur h au-dessus du plan de comparai- 
son AB. 



I 
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A celte époque^ la quantité de travail se compose du magasin 
statique S de la chaîne enroulée sur le cylindre^ et du magasin 
statique du poids additionnel mg. Sa valeur totale est 

S-hmgh. 

Au bout du temps t, le poids m g étant descendu d'une hau-» 
teur :è, la quantité de travail est représentée : 

I® Par le magasin statique de la portion de chaîne encore 
enroulée sur le cylindre 

2"" Par le magasin statique de la portion de chaîne dévelop 
pée verticalement 



Mz[h-^; 



3"" Par le magasin statique de la masse m 

mg{h—z)\ 
40 Par le magasin dynamique de cette masse 



mfdz\\ 

2\dtJ' 



5^ Par celui de la portion de chdne verticale 



2 \dtj ' 



&" Par le magasin tournant du cylindre 

m' 



:hf_mfdzY 
L'équation du mouvement est donc^ après réductions^ 
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Elle nous donne immédiatement pour la valeur de la vitesse 
en fonction de Tespace parcouru 

\ / m + ^z-h — 

La valeur du temps ^ correspondant à la chute [z^ est don- 
née par rintégrale 



=/V 



. MA» 

m -f- -^^ -h [lz 

(3) t= I dz\/ ^ ^. 

^ ' /m/ 2m^J5 H- u-gz* 



Paul. — C'est une intégrale de la même forme que celle que 
nous avons déjà rencontrée dans notre dialogue n® 8. 
Emile. — Aussi je vous propose de la laisser de côté. 
Supposons le magasin tournant du cylindre nul^ et faisons 

ixX 

ni = — • 
n 

Nous aurons alors pour la valeur de la vitesse V acquise par 
le système, quand la corde, de longueur X, sera entièrement, 
déroulée 



(4) 



V w+ I ^ 



Si n= o^ c'est-à-dire si le poids additionnel est infini^ nous 
aurons 

comme si le poids descendait librement. 
Si au contraire le poids est nul^ nous aurons 

et nous retombons dans le cas que nous venons de traiter. 
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La vitesse reste donc comprise entre les limites extrêmes : 

V = v^ et V = V2^. 

Paul. — Permettez-moi maintenant de vous poser le pro- 
blème suivant : 

Une masse m supposée réduite à l'état de point matériel, est 
lancée, par une percussion initialCy sur un plan horizontal et 
entraîne avec elle une chaîne homogène massée sur ledit plan 
en A {fig. 22). Quelle sera la vitesse du système en mouvement 
au bout du temps i, alors que la masse m aura parcouru la 
distance x ? 

Fig. 22. 



Emile. — Ce problème nWre aucune difficulté. 

Soient : 

i«o la vitesse initiale communiquée à la masse m par l'effet de 
la percussion ; 

fi la masse par mètre courant de la chaîne homogène. 

Nous pouvons supposer la masse m réunie à la chaîne par 
un cordon impondérable et inextensible de longueur quel- 
conque. 

A l'origine du mouvement^ la quantité de travail possédée 
par le système se compose uniquement du magasin dynamique 
de la masse m 

mul 

m 

2 

Au bout du temps t elle se compose : 
i*" Du magasin dynamique de la masse m 



m fdxV 
'2\dtJ 
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â*" De celui de la portion de chaîne déployée 



[ix fdx\ 



L'équation du mouyement est donc 

(i) »wtiî = (m + îia?)Uj-j • 

Nous en tirons immédiatement 

(2) (^\^ ^^Q 

^ \dtj in-h(ju»' 

dx I 

al= — j= yjm -{- [nx , 

(3) t= ^ ^ .^ fm + t^^^+C: 

3(iUoVw\ / 

La constante G déterminée par la condition : 

f = opoura? = o 
a pour valeur 

^ 3 Wofx 

ce qui donne finalement 

• ' 3Wo(Av/m 

Ce problème est donc susceptible d'une solution complète. 

Paul. — Permettez-moi toutefois une simple obsenration. 

Yous établissez qu'à l'origine du mouvement la quantité de 
travail est limitée au magasin dynamique de la masse m^ comme 
si elle était complètement libre. Vous ne tenez pas compte de 
sa liaison avec la chaîne massée en A. 
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Emile. — Si la masse m était liée à une autre masse fixe fn\ 
Teffet de la percussion serait de communiquer la même vitesse 
initiale aux deux masses m et m^ en admettant^ bien entendu, 
que la liaison soit inextensible. Alors la quantité de travail 



w . . , . ^ m-+-m^ 



initiale ne serait plus — tij , mais bien u^*. 

Hais, dans le cas dont il s'agit^ nous admettons que pendant 
le temps t extrêmement petit que dure l'action de la percussion^ 
une portion de chaîne extrêmement petite SX a seule acquis 
une vitesse finie et une force vive extrêmement petite que 
nous négligeons. 

Paul. — Je ne conteste pas la valeur de votre raisonnement. 
Hais il n^en est pas moins vrai que votre solution n'est rigou- 
reusement exacte que dans Thypothèse d'une percussion de du- 
rée infiniment petite^ hypothèse qui n'est pas habituellement 
reçue en mécanique. 

Emile. — Il est clair cependant que la durée de la percussion 
sera d'autant plus petite^ que Teffort qui la produit sera plus 
grand. Elle sera donc infiniment petite si Teffort est lui-même 
infiniment grand. Or^ cette dernière hypothèse ne me paraît 
nullement inadmissible en mécanique rationnelle. 

Je crois du reste inutile d'insister davantage sur ce sujet, et 
je me propose^ pour clore la séance^ de vous soumettre une 
nouvelle méthode pour la détermination de la force centrifuge 
basée sur la considération des magasins de travail. 

Considérons un mobile de masse m, supposé réduit à un 
point matériel^ et placé en sur le plan horizontal Â^ B^ {fig. 23). 

Ce mobile est relié par un cordon vertical supposé impondé- 
rable et inextensible à une chaîne homogène massée en P sur 
le [ton horizontal inférieur ÂB. 

Le mobile reçoit une percussion dans la direction horizon* 
taie OB^ qui lui imprime une vitesse u. 
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AU moyen d'une poulie placée en 0^ il soulève la chaîne ver- 
ticalement. 
U est clair que la vitesse horizontale du mobile sera annulée 

Fig. 23. 
Jl O f w ^ B ' 



B 



quand il aura parcouru une distance m =r, telle que l'on 
ait 

(i) mu«_txgfr« 

2 2* 

fA étant la masse par mètre courant de la chaîne homogène. 

Uéquation (i) exprime en effet l'égalité entre les quantités 
de travail possédées par le système à deux époques différentes 
du mouvement. 

Le poids Q, de la portion de chaîne soulevée verticalement 
sur la hauteur r, aura donc pour valeur 



(2) Q— tx^r=— . 



Imaginons maintenant qu'au moment où le mobile atteint le 
point m ^ où sa vitesse s'annule, on lui imprime une seconde 
percussion égale à la première et dirigée suivant la ligne m K 
perpendiculaire à mO (fig. 24). 

Un mouvement circulaire se produira, et pour que rien ne 
puisse le contrarier^ nous supposerons que la poulie placée en 
est mobile dans tous les sens. 
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Je dis d'abord que tout Teffet de cette seconde percussion sera 
concentré sur la masse m et lui restituera par conséquent sa 
rltesse primitive u. 



Fig. 24. 




En effet, pendant la durée de cette percussion^ le mobile par- 
court sur la tangente m K un chemin qui peut être considéré 
comme un infiniment petit du premier ordre^ tandis que le 
déplacement vertical de la chaîne est relativement un infini- 
ment petit du deuxième ordre. 
, La masse m sera donc seule déplacée. 

Elle suivrait indéfiniment, si elle était libre^ la tangente mK, 
avec la vitesse constante te. Mais comme elle est retenue par le 
poids de la chdne^ elle tournera nécessairement autour du 
point 0, en décrivant une circonférence de rayon r. 

Il n^y a aucune raison, en effet pour que le mobile sorte du 
cercle de rayon r, puisque Téquilibre existe sur ce cercle entre 
le magasin dynamique tournant de la masse m et le magasin 
statique de la chaîne, et qu'il n'existerait plus sur un cercle 
plus petit ou plus grand. 

Or, quelle est la valeur de la force centrifuge quand le mo- 
bile décrit le cercle de rayon r ? 

C'est évidemment le poids de la chaîne qui le retient dans 
son orbite circulaire. 

La formule {2) nous a ainsi donné d'avance pour la valeur 
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de la force centrifuge que nous cherchons. 



<3) Q = 



mw* 



Donc la force centrifuge due au mouvement circulaire d'un 
mobile est égale au double de la force vive du mobile divisée par 
le rayon du cercle qu'il décrit. 

PauL — Votre démonstration est peut-être un peu plus lon- 
gue que celle que Ton donne ordinairement ; mais elle satis- 
fait plus Tesprit. 

Je crois que nous pouvons maintenant lever la séance. 
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La force centrais- 



Mouvement d'un point matériel ayant re^u une percussion initiale et 

soumis à l'action d'une force centrale. — Démonstration du principe 
des aires fondé sur la considération de la vitesse circulaire, — Cas 
où la force centrale agit en raison inverso du quarré de la distance. 
Lois de Képlor. — Cas où la force centrale agit proportionnellement 
à la distance. 

Emile. —Je me propose d'aborder aujourd'hui l'élude du 
monveraent d'un point matériel soumis à une force centrale 
et ayant reçu une percussion initiale. 

Paul. — Mais il me semble que tous allez tous lancer dans 
le domaine de l'aslronomie. 




Emile. — Tranquillisez-Tous, ce ne sera qu'une simple re- 
connaissance. 
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est le eeulre fiie d'où émane la foree cmirale. 

Le poiiit malérid de masse » sitoé co A, a one dislance r da 
point 0, reçoit one percossioD initiale dirigée sni^anl AP per- 
pendicolaire à AO^ et se trooTe^en même temps, soumis à Fac- 
tion de la force centraleque je désignerai par m F. 

n s'agit de dâenniner les drconstanoes do monrement da 
pcxntM* 

Il est évident à priori qne le nMâde ne sortira pas da plan 
AP^ et que la courbe qu'il décrira sera tai^nte à la ligne AP. 

A Forigine do mourement^ la percnsâcm initiale ayant im- 
primé au mobile une yitesse ic, , son magasin dynamique est 



mul 



Quel est maintenant son magasin statique ? 

Ici^ je ne puis plus prendre un plan de comparaison hori- 
zontal^ comme dans les différents cas que j^ai examinés jusqu'à 
présent, et dans lesquels les magasins statiques étaient dus à 
raction d'une foree verticale et constante qui était la gravité g 
à la surface de la terre. 

11 me faut estimer le magasin statique dû à une foree pas-* 
sant constamment par le même point et dont l'intensité est 
variable. 

Pour cela^ je substituerai au plan de comparaison la surface 
d'une sphère ayant son centre en et dont le rayon sera 

OA=zr 

Le magasin statique du mobile, estimé par rapports cette 
surface sphérique de comparaison sera positif^ nul ou négatif, 
suivant que le mobile se trouvera en dehors, au niveau ou en 
dedans de cette surface. 

11 résulte de là qu'à Torigine du mouvement le pagasin sta- 
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tique du mobile est nul el que la quantité totale de travail pos- 
sédée par le système est représentée par le magasin dyna- 
mique 



mul 



Au bout du temps t, lo mobile étant parvenu en H, et son 
rayon vecteur OM ayant pour valeur z, la quantité de travail 
sera représentée : 

1° Par le magasin dynamique 



2 \dï) ' 



en désignant par ds Tare infiniment petit M 6 décrit pendant 
l'instant d^; 

2° Par le magasin statique de la masse m qu'il s'agit d'éva- 
hier. 

La force qui agit sur le mobile dont la masse est m a pour 
mesure m F. 

En la multipliant par dz, c'esi-à-dire par le chemin par- 
couru, dans la direction de la force, pendant l'instant d^, nous 
aurons pour la différeatielle du magasin de travail statique 

m¥ dz^ 
et pour le magasin cherché 



1 mFdz=7n j Fdz, 



puisque la masse m est constante. . 
L*équaiion du mouvement sera donc 



(i) -r wî = -r l — ) -H ^^ / ^dz. 



'°~'2 Ul 



tsa 
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J 01 d^uif jiaur lii vjilrur de {^) 

! $ ! = — rQdz — 2 f'Fdz 

dî mjr Jr 

d TTUitti Jitritti' ^eiir de ( -^ ) dans Féquation (5; (|Ni « 









.a V itiiiiiiiiiUQ^Hi des équations (3) et ^9) me donne enfiti 



\i 



Jr 2 2 



^ikAtK>u i'où je puis maintenant déduire la valeur de Q 
(.tu^^wii le ^ et des données du problème. 
.( àtiteit^uUation de Téquation (10) me donne 

2 2 

dQ_ , rf= 
\tt .u^ti^i'tutt maintenant l'équation (i i)^ j'obtiens 

. ».. ..vSVïHÙlter la constante C, j'observe que pour r = 
..*ov*iMi..î!!p^-Donc 

C =1. — ' —1. -T =lmulr\ 



N 
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Je reporte cette valeur de C dans Téquation (12) qui deyient 
alors 

(,4) iQ = i.l. + i,mulr^ = \.^. 

La valeur de Q en fonction de z est donc 

Ce qui démontre que la force centrifuge due à la vitesse cir- 
culaire du mobile varie en raison inverse du cube du rayon vec^ 
teur. 

Il me suffira maintenant de reporter cette valeur de Q dans 
réqiiation (3) pour obtenir l'expression analytique de la loi de 
la variation de la vitesse circulaire, c'est-à-dire Téquation 



(16) 



WY_ti«r« 



clt J z^ 



En prenant la racine quarrée et en intégrant, j'obtiens fina- 
lement 

(17) fzds^ = frii^dt = ru^t. 

Cette dernière égalité est l'expression de la loi des aires dé- 
couverte par Kepler, et qui se formule ainsi : Les aires décri- 
tes par le rayon vecteur croissent proportionnellement au 
temps. 

PauL — Cette nouvelle démonstration de la loi des aires, 
fondée sur la considération de la force centrifuge due à la 
vitesse circulaire du mobile, ne manque certainement pas 
Q intérêt. Mais elle est moins simple que celle que l'on donne 
ordinairement, en décomposant la force centrale suivant un 
système de coordonnées rectangulaires. 
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«ectfoo ooDiqne aifecte It forme générale suivante 

,_ P 

IH-CCOSW 

Si r-^ I . la ^nrhe esl une ellipse. 
S *•:= I. la ^ioiirhe est une parabole. 
^ '^- I. krourhocst une hyperbole. 
F.h 4.' differenlinnl, j obtiens d'abord 

i*^c «11 t^nipU^c^nt sin w et cos wpar leurs valeurs tirées de 
.-..^^•i^; '.,;,. iVvhîions finalement pour Téquaiion différen- 
'^ - l'^MîAA conique en coordonnées polaires. 



•.«•«i 



dz 

z 
4M = 



V P' p 



z' -h -z — i 



.:v ^•<f%%(tt^'ttsint de comparer entre elles les deux équa- 

" ■/• \Kn\v reconnaître (jue la trajectoire sera une 

< -A**i^vxV >ivMU les éléments seront donnés par les deux 






p' r\il ' 



P = — 



>Aim^*tvj pour la valeur de e* en fonction de 



v^ 



^'-^»-,7^.(2[^r-uî). 



(^ 
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La trajectoire sera donc elliptique, parabolique ou hyperbo- 
lique suivant que l'on aura 

2fJLr>Mj; 2[Lr±=ul; 2[jLr<uJ. 

Dans le cas particulier où l'on aurait 

l'ordonnée p du foyer serait égale à r, et la trajectoire serait 
un cercle de rayoïx r. . . 

On aurait alors pour Texpression de la force centrale 

(3i) -^ = — f-= — \ 

puisque le rayon vecteur z est constamment égal à r. 

La force centrale serait donc précisément égale à la force 
centrifuge, condition indispensable pour une trajectoire circu- 
laire. 

Paul. — Vous venez de faire ressortir ainsi la première loi 
de Kepler. ^ 

La deuxième loi de Kepler est la loi des aires dont vous nous 
avez donné une nouvelle démonstration générale. 

Il vous reste à démontrer la troisième loi due à ce célèbre 
astronome à savoir que, dans notre système planétaire, les quar- 
rés des temps des révolutions sont proportionnels aux cubes des 
grands axes des trajectoires elliptiques. 

Emile. — Cette troisième loi n'est en définitive que la con- 
séquence de la loi des aires. 

En effet, pour obtenir le temps T d'une révolution complète, 
il suffit d'intégrer l'équation (19), et de poser 

Jo r% rwo jo 
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Si je désigne par A l'aire entière de la trajectoire eUiptique, 
j'aurai, en désignant par a et 6 les deux demi-axes 

(33) A = i r*''i'dw=i?a*. 
Donc 

(34) T = ^'^«* 



n#. 



J'élève an qnarré les deux membres de cette équation, et 
j'obtiens 

(35) 'P = i5^ = 4^'. 

Je remarque maintenant que dans le cas où ia section co- 
mique est une ellipse^ Tordonnéep du foyer a pour valeur 

(36) p = ^- = <, 

a cause de Téquation (29). 
En remplaçant - par — dans l'équation (35), j'obtiens 

(37) r=4^'. 

Or, (X étant Tintensité, à la distance r, de la force attractive 
qui agit en raison inverse du quarré de la distance, si je dési- 
gne par /* l'intensité de cette force à l'unité de distance, j'aurai 



f 



En reportant cette valeur de fxr* dans l'équation (37), j'aurai 
finalement 



(38). T=éJ^', 



LA FORCE CENTRALE. 439 

équation qui démontre que le quarré du temps de la révolu- 
tion est proportionnel au cube du grand axe divisé par f. 

Si donc cette force ^est la même pour plusieurs mobiles en 
mouvement autour du même centre fixe, la troisième loi de 
Kepler se trouvera vérifiée par le calcul. 

Réciproquement, si l'observation démontre que les quarrés 
(les temps des révolutions de ces mobiles sont proportionnels 
aux cubes des grands axes de leurs trajectoires elliptiques^ le 
calcul démontre à son tour que la force f qui attire tous ces 
mobiles vers le même centre^ est une force constante. 

Paul. — Je vous propose de considérer maintenant le cas où 
la force attractive est proportionnelle à la distance. 

Emile. — Très-volontiers^ attendu que ce cas a une certaine 
analogie avec celui du pendule conique dont nous aurons à 
nous occuper dans la suite. 

Nous aurons alors 

. r • Jr Jr r 2r 

L'équation générale (21) prend la forme suivante 



(40) „j=îX + î::«l^*+!i(£zj::), 

J'en tire 



dz 
ru, 

(4l) dta = 



• z 



y ulz* -h y.rz* — r'wj — 



r 



Au lieu d'intégrer cette équation, je vais procéder par com- 
paraison^ comme dans le cas précédent. 
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Je la mets sous la forme 



(42) 



(f(0 = 



A 1^ ^3 



y^(r._..)(..-î:^) 



Il est facile de reconnaître maintenant que Téquatîon ci- 
dessus n'est autre que Téquation différentielle polaire d^une 
ellipse rapportée à son centre. 



Fig. 27. 




Soient: [p,g. 27). 
le centre de l'ellipse, 
a et 6 ses deux demi-axes, 
z le rayon vecteur OM, 

(0 l'angle AOM que le rayon vecteur fait avec le grand axe 
deTellipse. 
L'équation polaire de Tellipse rapportée à son centre est 



(43) 



z*sin'o) -f — ; s*cos*w = ^•. 
a* 



En la différentiant j'obtiens d'abord 
(44) (cl* sin* i3^-\'h'^ cos* w) d js 4- (a* — 6*) z sin w cos w d w = o. 
En remplaçant sin (o et cos (o par leurs valeurs tirées de 
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l'équation (43j^ j'obtiens ensuite 

, dz 
ab — 

(45) d(ù= ^ 



v/(a« — 2â)(s» — 6')' 
La comparaison des équations (4^) et (45) démontre que la 

« 

courbe décrite par le mobile est une ellipse dont le centre de 
figure coïncide avec le centre d'où émane la force centrale, 
et dont les axes 2 a et 26 sont donnés par les égalités 

(46) r^z=aK 

(47) ^=b\ 

H- 

Celte ellipse se changerait Ai cercle, comme dans le cas pré- 
cédent, si Ton avait 

(48) t*r=<. 

La vitesse serait alors uniforme et égale à u^. 
Pour calculer le temps d*une révolution complète du mo- 
bile, j'intègre, comme dans le cas précédent, l'équation de 
aires, et j'obtiens 



(49) T=— f *Vd(o=: — 



ru. 



Et comme les équations (46) et (47) me donnent 

j'obliens finalement 

(5o) T = 27ry/j. 

Ce qui prouve que, dans le cas que nous considérons ici, le 
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temps de la révolution est indépendant de la vitesse initiale u^ 
imprimée au mobile perpendiculairement à la ligne O A. 

Dans le cas où cette vitesse initiale serait nulle, le mobile 
suivrait la ligne AB {fig. 27), et oscillerait en ligne droite de 
cbaque côté du centre 0. 

L'amplitude de l'oscillation serait égale à 2r, et la durée 



a 2iri/ — 
V V- 



d'une oscillation complète serait égale à 

Si Ton suppose que plusieurs moUles situés sur la ligne A^ à 
des distances r, r', r^du centre 0, reçoivent des percussions per- 
pendiculaires à la ligne AO qui leur impriment des vitesses 
quelconques ti^, u^^, u'^, et soient en même temps attirés vers 
le centre par une même force agissant proportionnellement 
à la distance^ tous ces mobiles^décriront des ellipses dont le 
point sera le centre commun. 

La durée d'une révolution sera donnée par la formule (5o) ; 
et Ton voit que tes quarrés des temps des révolutions seraient 
proportionnels à la première puissance des grands axes des 
orbites. 
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Houvemeat sur une surface quelconque. 



Mouvement d'un puînl matériel sur unis surface. — Établis: 

deux formules ^'énérales. — Mouvement sur une surface cylindrique 
verlicale.— Mouvement sur une surface cylindrique horizontale. — 
Cas ofi la section droite est circulaire. — Cas ou cettu section droite 
est formée par une cycloïde reuvejsi'e. 

Emile. — Je vous ai annoncé, dans l'un de nos précédenis 
dialogurs, que j'avais l'intenlion de vous sotimeltrâ une étude 
spéciale sur le inouveinenl d'un mobile sur une surface. 




Nous allons, si \ous 
ai'jourd'liui. 



liez bien, iibordcr celle question 
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La fig. 28 est une épure de géométrie descriptive, xy est la 
ligne de terre. 

MNP, M'N^p/ sont les projections verticales et horizontales 
de la trajectoire décrites par le mobile sur la surface. 

Ce mobile, supposé réduit à Télat de point matériel, est parti 
du point M,M^ où il a reçu une percussion qui lui a imprimé 
une vitesse initiale u^ dirigée suivant l'intersection du plan 
tangent à la surface au point M, M^, et du plan horizontal pas- 
sant par ledit point. 

Sous rinfluence de la pesanteur, le point matériel mobile 
décrit sur la surface la trajectoire. MNP, M-'N'P^ qui dans la 
figure est supposée tout entière en contre-bas du plan horizon- 
tal passant par le point de départ M. 

Nous verrons que dans certains cas la trajectoire peut au 
contraire remonter au-dessus de ce plan horizontal. Mais celte 
circonstance n'enlève rien à la généralité des déductions qui 
vont suivre, attendu que la distance verticale z parcourue par 
le mobile, au bout d'un temps quelconque ty peut être comp- 
tée avec le signe -^ au-dessous du plan horizontal de départ et 
avec le signe — au-dessus dudit plan. 

A Torigine du mouvement la quantité de travail possédée 
par le mobile, en prenant pour plan de comparaison le plan 
horizontal de projection de la fig. 28, est égal à 



1. . wi , 



Au bout du temps f, en désignant par s Tare de trajectoire 
MN, M^N^ décrit par le mobile sur la surface, la somuae des 
magasins de travail est 



,, X . wi (ds\ 
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L'équation du mouvement sera donc, comme dans le cas où 
le point matériel mobile glisse sur une courbe 



©•= 



(0 \^^Jz=ul + ^gz. 

Cette équation générale fera connaître la valeur de la vitesse 

ds 
tangentiellè -j- en fonction de la distance verticale parcourue 

par le mobile, distance qui, je le répète, doit être comptée 
positivement de haut en bas et négativement de bas en haut. 

Mais elle ne suffit pas pour déterminer la nature de la courbe 
décrite par le mobile sur la surface. 

Une deuxième équation est nécessaire, comme dans le cas 
traité dans le dialogue n® lo. Je vais chercher à l'établir par 
la considération de la vitesse horizontale. Au lieu de décom- 
poser Tare élémentaire ds de la trajectoire suivant trois axes 
rectangulaires, comme on le fait ordinairement en mécanique, 
je vais le considérer comme la diagonale du triangle sphérique 
infiniment petit Na6, N^a'ft^, dans lequelTarc Na, N'a' appar- 
tient à la fois à la surface etau plan horizontal passant par N,N', 
tandis que Parc de, a^V est le résultat de Tinterseclion de la 
surface par un plan vertical mené par le point 6,6' et par le 
point C,C' centre de courbure de Tare horizontal Na, N'a'. 

Je désignerai Tare horizontal Na, N'a' par ds^ et l'arc verti- 
cal a 6, a' 6' par de. 
J'écrirai alors 

d*e 
Je remarque maintenant que la force accélératrice m j^ qui 

tend à entraîner le mobile dans le plan vertical, dont la trace 
horizontale est C'6', est due à Taction combinée : 

10 
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^^H p De la composante de la pesanteur mgcosO, 6 désigoanl 
^^H l'angle compris entre la verticale passant par le point aa! et 
^^H la tangente a l'arc ab, a'I/. 
^^H -2" De la composante, suivant cette même tangente à l'arc ab, 

^^1 a'b', de la force centrifuge Q due à la vitesse horizontale ^< 
^^H laquelle composante u pour valeur ^^m 
^H ^^ 
^^H La fig. 29 représente la décomposition des forces dont il 
^H 

^^H C'est une coupe de la surface donnée par le plan verticel 
^^H passant par le point a, a' et (tar le centre de courbure C,0,]K' 
^^H quel plan comprend l'arc élémenlaire ab, a'b'. 






H 






1 


^^V La 
^H cal dont 
^H Caestle 

^H Dans le 
^H courbe a 6 


e A fltB est la coupe de la surface par le 
s'agit, 
rayon de courbure p de l'arc élémentai 

triangle rectangle infiniment petit ab 
représente l'arcde, et la ligne verticale 


plan verli- 

re horizon - 

d, la ligni; 
bd est égaler 
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kd». Quant à la ligne horizontale ad, elle représenterait Tac- 
croissement total infiniment petit dp du rayon de courbure p^ 
si le centre de courbure C se maintenait sur la même verticale 
pendant le mouyement, auquel cas la surface serait une sur- 
foce de révolution à axe vertical. Hais dans le cas général, ad 
ne représente qu'une partie de l'accroissement dp. 

Les composantes de la gravité et de la force centrifuge agis- 
sent en sens contraire, quand le mobile descend^ ainsi qu'on 
le voit sur la fig. 29. 

Les trois forces t^^^ mg cos et QsinO se font équilibre 

sur l'arc ab. 

J'écrirai donc^ conformément au principe des vitesses vir- 
tuelles 

d*6 

(3) m^de = nig cos de— QsinO de. 

Le triangle a&d me donne 

&d=dz = decos6. 
En faisant cette substitution dans l'équation (3), j'obtiens 

d^e 

(4) m^,de=mgfdz — QsinO de. 

L'intégration me donne 

/de\» n 

(5) *'*V5£ / ^ ^tngz — 2 I Q sin de. 

f étant le rayon de courbure M^O' {fig. 28), de la courbe ho- 
rizontale passant par le point H,M^ 
La constante est nuUe^ attendu que pour z = o, c'est-à-dire 

à Torigine du mouvement^ la vitesse verticale ^ est nulle, 
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ainsi que l'intégrale définie qui est prise alors entre les limites 
retp = f. 
J'observe maintenant que Q étant la valeur de la force cen- 

trifuge due à la vitesse horizontale ^ > j'ai 



(6) 



\dtj m' 



La combinaison des équations (2)^ (5) et (6) me donne finale- 
' ment 



(7) 



J^i^ • û j *WMî Qp 

r 22 



C'est la deuxième équation que je me proposais d'établir pour 
compléter la solution du problème. 

Paul. — Elle n'est pas d'une extrême simplicité ; et je vous 
avoue que je n'en saisis pas tout d'abord la signification. 

Emile. — Veuillez remarquer que sin 6 d 6 est le chemin 
élémentaire parcouru par le point d'application de la force 
centrifuge Q, pendant Tinslant dt, dans la direction de cette 
force. 

L'intégrale définie J^ Qsin Orfc représente donc le travail dû à 

la force centrifuge horizontale pendant le temps t que le mo- 
bile emploie pour passer du point M, M' où le rayon de cour- 
bure est r au point quelconque N, N^, où le rayon de courbure 

est p. 

D'autre part ^ est égal à la force vive horizontale — f-rr ) 

que le mobile possède au point N,N^ 

L'équation (7) exprime donc que la variation du magasin 
dynamique horizontal du mobile est égale au travail de la force 
centrifuge horizontaiè. 
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Différentions maintenant cette équation, et nous obtiendrons 

soit 

sinedç dp dQ 

(8) ^-i- = 7 + T 

L'intégration entre les limites r et p nous donne 

•P sin 8 de 



i: 



p 



= I.p — l.r+l.Q— l.Q,, 



soit 



/•PsinOrfe , Qp 

en désignant par Q^ la valeur de la force cenirifuge horizon- 
tale due à la vitesse initiale u^. 

Je me propose d'appliquer cette équation (9) aux trois cas 
suivants : 

10 La surface donnée est un cylindre vertical à base quel- 
conque; 

2** La surface est un cylindre horizontal dont la section droite 
est une courbe quelconque ; 

3* La surface est une surface de révolution à un axe vertical. 

Dans le premier cas, Tangle Ô est constamment nul; ce qui 

nous donne 

Où 
Lj^=:o, et par suite: Qp=Qor. 

Donc 



10) ^=u. 

L'équation fondamentale (2) se réduit alors à 



YdeV 

[dij =*^*' 
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(u) (57)=^»"' 

attendit que dans le cas considéré, les éléments de et dz coïa- 
okient. 

Nou» en tirons celte conséquence que dans le mouvement 
d^un point matériel sur une surface cylindrique yerticale, le 
mobile conserve une vitesse horizontale constante et égale à Uo, 
pendant qu'il descend sur la surface avec la même vitesse ver- 
ticale que s'il était complètement libre. 

La courbe qu'il décrit sur la surface n'est autre que la para- 
bole à un axe vertical qu'il aurait décrite dans un plan verti- 
cal> ou^ ce qui revient au même, dans le vide, sous Tinfluence 
de la vitesse initiale horizontale u^, enroulée sur ladite surface . 

Ce premier cas ne présente, comme vous le voyez, aucune 
difficulté. 

ie passe au second, celui du cylindre horizontal. 

Dans ce cas, les rayons de courbure r et p sont infinis, ce 
qui annule l'intégrale de Téquatioa (9), et nous donne 

soit 

(12) -^ = Uo, 

comme dans le premier cas. 
L'équation fondamentale (2) se réduit à 

Éliminons dt entre les équations (12) et (i3), et nous obtien- 

(«4> iir= V^ 
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Je représente sur la fig. 3o la projection de lu trajectoire sur 
in plan vertical parallèle aux arêtes du cylindre. 




Ox est la trace d'un plan horizontal que je suppose tangent 
fila surface cylindrique. 

Oz est la projection de la verlicale passant par le point de 
ilcpart M du mobile animé de la vitesse initiale liorizontale u^. 

HNM, M^.. est la projection verticale de la trajectoire, 

Soit maintenant, lig. 3i 

l'équation de la section droite du cylindre donné. 



I NfHis ai 



^ 




/ 


/ 


% 





de= — dz \U^ 



=r'(z). 
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L'équation (i4) deviendra alors, en y remplaçant d 5' par dx 

et z par Zt — z 



C'est réquation différentielle de la projection verticale de la 

trajectoire. 

dz 
On voit que la valeur de la tangente trigonométrîque ^ 

s'annule pour toutes les valeurs de z égales à z^; ce qui nous 
indique tout d'abord que la courbe est tangente à l'horizontale 
M M'' menée à la hauteur Zi au-dessus de Taxe x. 

11 est facile de voir qu'elle est tangente à l'axe des x à tout 
point tel que M^ où la valeur de l'ordonnée z est nulle. 

En effet, l'équation de la section droite nous donne 

dy = z'dz: -j- = — .• 
^ ^ dy z' 

dz 
Or, -T- est la valeur de la tangente trigonométrîque de la 

section droite; et par hypothèse, cette courbe est tangente en 
à l'axe des y {fig, 3i). 

Donc j2'=oo pourjs = o^ ce qui donne pour toute valeur 
de z égale à 

^' dx UoV 00 

ce qu'il s'agissait de démontrer. 

Je vais maintenant faire deux applications de la formule (16), 
la première au cas d'une section droite circulaire, et la seconde 
au cas où cette section droite sera une cycloïde renversée. 

Dans le cas du cercle, il est facile de voir, en nous repor- 
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tant à la fig. 3i^ que Ton aura 



153 



f{z) = sj!irz—z'', et f'{z)z=:z' = 



r—z 



^ITZ — J5' 



L'équation (i6) prend alors la forme suivante : 

J'en tire 
(19) 



m. 



ix = ^'^X 



dz 



^2(J >J{Zi—z)(2r — z)z 

Paul. — Vous savez que cette équation différentielle n'est 
intégrable soUs forme flnie que dans le cas où Ton a 

2, =2r. 

Or^ cette hypothèse ne serait pas admissible dans le cas d'un 
cylindre horizontal à section droite circulaire, attendu que si 
le mobile était lancé sur Tarête supérieure du cylindre, avec 
une vitesse horizontale quelconque, il retomberait nécessaire- 
ment dans le plan vertical passant par Taxe du cylindre et ne 
suivrait pas la surface. 




Emile. — Votre observation est parfaitement juste; mais 
rien ne nous empêche de prendre une surface cylindrique 
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demi'Circulairc langenle à deux phns verlicaux, telle que 
celle qui est représentée dans la fig. 32. 

Le mobile partira du point M situé sur le plan vertical MA à 
une hauteur r égale au rayon du demi-cylindre et comptée à 
partir du plan horizontal A A' mené par l'axe de ce cylindre. 

Auimé de la vitesse iniliule et horizontale Mj,, il décrira d'a- 
bord dans le plan vertical MA une brandie de parabole dont 
l'axe sera la verticale menée par le point de départ M. 

Quand le mobile atteindra l'arête horizontale A du cylindre, 
il continuera son mouvement sur la surlace cylindrique, par- 
viendra jusqu'à l'arête inférieure qu'il traversera pour 
remonter sur la surface cylindrique jusqu'à l'arête supérieure 
A', et remontera ensuite sur le plan verlical M'A' jusqu'à la 
hauteur du point de départ. 

A cette époque de son mouvementj la quantité de travail qu'il 
possédera sera représentée, conformément à l'équation (2), par 

le magasin dynamique — - ; et le mouvement que Je viens de 

décrire se reproduira d'une manière symétrique par rapport 
au plan vertical Oz passant par l'axe du cylindre. 

Le problème ainsi posé peut être facilement résolu. 

La fig. 33 représente la projection verticale de la trajectoire 
du mobile. 




H est évident que la même équation ne saurait s'appliquer 
à toutes les parties de celte trajectoire. 
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L'équation qui convient aux parties paraboliques telles que 
H A^ Âi H, A,, est toute différente de celle qui convient à la 
partie AO, A| située sur le cylindre. 

Je vais établir ces deux équations séparément. 

Quand le cylindre se transforme en plan vertical^ on a évi - 
demment 

y =f (z) = constante 

et ff{z) = z' = o. 

L'équation (i6) se réduit alors à 



J'y ai remplacé z^ par r^ attendu que les hauteurs verticales 
doivent être comptées^ pour les parties planes de la trajectoire^ 
à partir du plan horizontal A A^. 

J'y remplace également z par z!, afin d'éviter la confusion. 

L'intégration de Téquation (20) me donne^ entre les limites 
r eiz' 



(21) x=u^yj^xslr— 



z'^ 



C'est l'équation de la trajectoire parabolique rapportée aux 
axes (Va:' etO^z. 

Pour la simplifier je vais reporter l'origine des coordonnées 
au point de départ M, en changeant le sens des z. Je remplace- 
rai alors r — z' par y, y étant compté de haut en bas à partir 
de l'horizontale MMi. J'obtiendrai ainsi 

et en élevant àa qaarré 

(22) a!' = 2iîly. 
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Nous retrouvons ainsi Téquation (4) de notre dialogue n» 7, 
en y faisant sina=:o, cosa= i et J5 = — y. 

Quelle sera maintenant l'équation différentielle de la partie 
cylindrique A 0» Ai ? 

Il est facile de voir qu'il sufflrapour l'obtenir de faire J2i=2r 
dans réquation (19), ce qui nous donnera 

(23) dx = — 7= ' -7=* 

^ ' ^2g (2r — z)^z 

En effet, quand le mobile atteint Tarête supérieure du demi- 
cylindre, il possède une vitesse verticale 

de , — 

due à la hauteur r dont il est descendu en suivant le plan ver- 
tical. On a donc dans ce cas 

jSi — z = 2r — z. 

L'intégration de l'équation différentielle (28) me donne 



X 



vUq r dz 



L'intégrale en z est connue. Sa valeur générale est 



r dz i_ ' y 2r 

j {2r—z)sjz~sl2f \_./'±^ 

V 2r 



I -+- 



En prenant l'intégrale définie entre les limites r et z^ nous 
obtiendrons pour Téqualion de la projection verticale de la 
courbe cylindrique en coordonnées rectilignes 



(24) 
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Si je désigne par t le temps employé par le mobile pour des- 
cendre sur le cylindre du point A à un point quelconque N, 
j'aurai __ 

En faisant z==o, ou aura pour le temps <g, durée du trajet 
du mobile sur le cylindre, de A en 0^ 

2 V {/ y/2 — I 

Paul. — Ces deux dernières formules sont connues. Poisson 
les donne dans son Traité de Mécanique, à propos des oscilla- 
tions du pendule simple. 

Le cas traité par l'illustre géomètre n'est en définitive qu'un 
cas particulier du problème qui noas occupe en ce moment, 
lequel cas a lieu quand la vitesse initiale u^ est nulle. La tra- 
jectoire cylindrique A OjA^ se réduit alors à un demi-cercle . 
Mais le temps du parcours entre deux points quelconques situés 
à des hauteurs données est le même sur toutes les trajectoires 
que peut décrire le mobile, par suite de la variation de Mq, 
attendu que cette vitesse n'entre pas dans la formule (25). 

Emile. — Comparons maintenant le temps t^^ pendant lequel 
le mobile reste sur le cylindre de A en Aj, au temps t^ pendant 
lequel il reste sur le plan vertical de A^ en A,. 

La valeur du temps li est 

(27) t, = 2^j = 2^yjy 

On a donc 
/««^ ^0 _■ ' y/a — I 2l.(v/2 + i) 1. (\/2H-i) 

(20j - — p — = — — -= . 

•1 2 ^2 2 V2 V2 • 
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Soit en opérant le calcul 



(29) 



-*= 0,623 



Le mobile séjourne donc moins longtemps sur le cyli 
que sur le plan yertical. 

Je vais maintenant considérer le cas où la section droit 
cylindre horizontal est une cycloîde renversée {fig. 34). 




Si je désigne par s Tare de la cycloîde compté à parti 
point 0^ j'aurai; en me reportant à Téquation (i5) 



I + J5 



•=(S)' 



Or^ nous avons vu dans notre dialogue no 7 que Téqus 
de la cycloîde^ dans la position de la fig. 34, était 



s^ = 8rz 



J'en tire successivement 






'2r 

""""■ • 
z 



Donc 
(3o) 



IH-JS 



„ /dsy 2r 



Je reporte cette valeur de i+js'* dans l'équation (16) 
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j'obliens pour l'équation différeotieile de la Irajecloire, dans 
le cas considéré 



(3„ ^=-iyîai^=-i\/ïv^ 

J'en lire 
elen inlégranl. 



arc cos - 



La constante C se détermine en faisant à la fois ar^o et 
: = :,. Sa valeur est donc 

L'équation de la projection verticale de la trajectoire est 

donc 



. = -».yA(a, 




Laflg. 35 représente, en projection verticale, la trajectoire 
MH, M' M, décrite par le mobile parlÈ d'un point quelconque U, 
aveu la vitesse initiale horizontale Uq. 

Soit j:g = OM, la distance borizonlale parcourue par te 
mobile, quand il passe de l'arête M M' à l'arête inférieure M, ; 
elsoîl I„ le temps employé dans ce parcours. 
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En faisant js == o dans Téquation (32)^ nous aurons 
{33) a?,=Uo7ry/^; 

(34) 'o= ^ vf • 

Ce qui nous démonlre que les valeurs de x^ et de t^ sont indé- 
pendantes de z„ c'est-à-dire de la posillon du point de départ 
sur le cylindre cycloïdal. 

Une série de mobiles placés sur ce cylindre à des hauteurs 
quelconques et animés d'une vitesse horizontale quelconque 
atteindront Tarête inférieure OMiMa dans le même temps ^^ 
donné par Téqualion (34). 

Si donc cette vitesse est nulle, le mobile ne sortira pas du 
plan vertical OM {fig, 35), et descendra le long de la cycloïde, 
en employant le même temps Iq, pour parvenir au point le plm 
bas^ quelle que soit d'ailleurs la position du point de départ, 

Paul. — C'est pour cela qu'on donne à la cycloïde le nom 
de courbe tautochrône. 

Je vous propose d'en rester là pour aujourd'hui, et de remet- 
tre à notre prochaine réunion Tétude du mouvement d'un 
mobile sur une surface de révolution à axe vertical. 
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HoaTement sur une siirlàce d« réYOliition. 



Formules générales pour le mouvement d'un point matériel dans Tinté* 
rieur et sur Textérieur d'une surface de révolution à axe vertical. — 
Loi des aires horizontales. — Application au cas où la courbe géné- 
ratrice se réduit à une ligne droite faisant un angle de 45 degrés 
avec la verticale. 

Emile.— Nous allons maintenant aborder le cas où le mobile 
se meut sur une surface de révolution à axe vertical. 

Reportons-nous à Téquation générale (9) de notre précédent 
dialogue. 

/, fPsinOde , Qp 

Comme je vous Tai fait déjà remarquer^ dans le cas que nous 
considérons, la quantité sin de n'est autre que l'accroisse- , 
ment infiniment petit d p du rayon de courbure de la section 
horizontale de la surface. 

Nous aurons donc 

sinOde = — dp; 

attendu que Taccroissement dont il s'agit est négatif dans le 
cas de la fig. 29, qui nous a servi de base pour rétablissement 
delà formule générale (i). 
Cette équation prend alors la forme suivant^ : 

41 
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L'intégration dans les limites indiquées me donne : 



0£. 



.f- = l ^- 



i.O£l= 



(3) 



Q = 0.- 



Ce qui nous démontre, dans le cas que nous considérons, 
qve ta force cenlrifnge, due à ta vitesse koriztmlate du mobile, 
varie en raison inverse du cube au rayon de courbure de ta 
section liorizontale de la surface. 

Remplaçons maintenanl dans l'cqualion (3) Q et Q„ par leurs 
ds' 



fê)' 



M) 



pdi' = rUgdl, 






Ce qui nous démontre que la projection horizontaJe de l'aire 
infiniment petite décrite, pendant l'instant à. t, par le rayon de 
courbure de la section horizontale, est une quantité constante. 

Panl. — Ce résultat est certainement très-intéressant, mais 
il ne faut pas le considérer comme une nouveauté scientifique. 
Poisson donne voire équation (4), quand il traite le cas des 
oscillations du pendule conique, qui n'est autre que celui du 
mouvement, dans l'intérieur d'une surface sphérique, d'un 
poiot matériel animé d'une vitesse initiale horizontale. 

Toutefois, comme la surface sphérique n'est qu'un cas par- 
ticulier de la surface de révolution à axe vertical, je vous 
accorde qu'à défaut de nouveauté, vos déductions onl du moins 
le mérite d'une certaine généralité. 
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£mîle. — le vous remercie pour celte appréciation. 

La formule (4), combinée avec l'équation générale (2) de 
notre précédent dialogue, va nous permettre d'établir une 
théorie générale du mouvement d'un point matériel mobile 
sur une surtace de révolution à axe vertical. 

J'aurai ainsi 



(5) [jA =^g: 



©•== 



»g(p'— <•') 



^^râvj 



La fig. 36 représente une coupe de la surface de révolution 
par un plan vertical passant par l'axe de rotation Oz et par le 
point de départ M. 

AMB est la courbe génératrice. 

ParunpointquelconqueO pris sur l'axe de rotation, je mène 
le plan horizontal Ox. 

Je rapporte la courbe génératrice aux deux axes Oz el Ox, 
et je suppose que son équation soit 

(6) z=r{x)=f(fj. 

puisqu'il y a identité entre l'abcisse ,t et le rayon de courbure p 
correspondant à un point quelconque N. 
r est le rayon de courbure du cercle de départ M; 
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h la hauteur du point M an-dessus du plan horizontal Ox; 
z la hauteur d'un point quelconque N au-dessus audit plan. 
de est la différentielle de Tare de la courbe génératrice AMB. 
Je pose 

(Ïe« = dj5«+(ïp*=dp* rn-(5^Yl = dpVi + z'«). 

dz 
en désignant pour abréger par z^ la dérivée j- =f^ (p) de l'équa- 
tion (6) 
L'équation (5) pren^ ^^ ^^ forme suivante 

(7) (i + ^*)(^y=a.[r(r)-r(p)]-Hi(îlp£). 
J'en tire pour la valeur de Télément du temps 



(8) dt= . 7i+^"Xpdp 



0!?P* [m - r (p)] - t*î ir'-?') 



L'intégrale prise entre les limites r et p donnera la mesure 
du temps employé par le mobile pour passer du cercle de rayon 
r au cercle de rayon p. 

Je désigne maintenant par co Tangle que la projection hori- 
zontale du rayon de courbure correspondant à la posiiion du 
mobile fait avec la direction initiale. J'aurai en vertu de Téqua- 
tion (4) 

pds^ = p*d 0) = r Mpd r, 
soit 

(9) à(ù = —p--^ 

J'aurai donc, pour l'équation différentielle polaire de la projec- 
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tien horizontale de la trajectoire, 



ruo 



(lO) dw = — ===1: 



Dans le cas d'une surface de révolution dont le rayon de 
courbure horizontal p diminue en même temps que la hauteur 
z, le mobile^ lancé horizontalement sur le cercle de rayon r, 
pourra descendre ou monter sur la surface, suivant que Tac- 
ilon de la pesanteur sera plus grande ou plus petite que celle 
de la force centrifuge Qo- 

Soit 6 Tangle quela tangente àla courbe génératrice^ au point 
où le rayon de courbure horizontal est p, fait avec la verticale. 

Soit % la valeur de cet angle^ quand p = r. 

Nous aurons en général 



**°»®=5F=?=rT 



dt 



(?) 
et 

D'autre part, l'équation (3] de notre dialogue n" ii^ nous 
donne^ en y remplaçant par 6^, et Q par Qo = — jr^- 

e û wîsinOo sinb^f gr A sinOof ^,,x ^-T 

-^gcos^,—J-^^.—'{j^-ulJ^ — \grf'{r)-ul\ 



Le mouvement du mobile sera donc : 

I descendant pour tij < grf^ (r), 
liorizonital pour ul = grf^(r), 
ascendant pour uj > grf^ (r). 



106 . r . DIAIiOGCE H* Hi' ' - ' n 

Quand le mobile descendra ou montera sur la surface^ son 
mouvement vertical finira par s'annuler. Le mobile revienâra 
ensuite au cercle de départ. 

Soit pj , le rayoii du cercle horizontal sur lequel la viteisse 

verticale ^ du mobile s'annule, ainsi que J-^ Téquation (7} 
nous donne pour la détermination de la valeur de p, 

(12) 2(/pî[/'(r)~r(pJ]-t«;{r«-pî) = p. 

Entre les deux cercles de rayon r et p^, où le mouyement 
vertical du mobile s'annule, se trouve nécessairement un ca> 
cle intermédiaire de rayon po, où la pesanteur et la force cen- 
trifuge se font équilibre. 

Pour calculer la valeur de Po, je prends l'équation (5) dans 
laquelle je remplace d'abord js par A — z; et j'obtiens, en la dif- 
férentiant, 

dz 
soit, en remplaçant ^ par f^{f), 

(Pe 
La valeur p, correspond à ^ = o. Donc 



(>3) PÎ = 5? 



ttîr' 



^np.) 



» 



équation qui servira à calculer la valeur du rayon po. 

Si maintenant je considère le cas d'une surface de révolu- 
tion, ou plutôt d'une partie de surface de révolution dont le 
rayon de courbure horizontal p augmente quand la hauteur s 
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diminue, ce qui fait que la dérivée 



dr 



= f'(?) sera néga- 



tive, au lieu d'être positive, comme dans le cas précédent, il 
est évident que la force centrifuge viendru ajouter son action 
à celle de la pesanteur pour faire descendre le mobile sur la 
surfacp. 

Le mouvement ascendant et le mouvement borizontal 
deviennent donc impossibles dans ce cas. 

Le mobile ne peut que descendre. 

Mais il pourra arriver qu'il quille la surface au bout d'un 
certain temps en atteignant le cercle de rayon p„ où la compo- 
sante de la pesanteur qui tend à détacher le mobile de la sur- 
face suivant la direclion de la normale fera équilibre à la com- 
posanle de la force centrifuge Q suivant celte même normale. 

La f)g. 37 indique la décomposition de forces dont il s'agit. 




MNM' est la courbe généralrice ; 

AOA' est l'axe de rotation ; 

N le point appartenant au cercle de rayon p, où l'éciuilibre 
se produit, suivant la normale, entre la pesanleur et la force 
centrifuge. 
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est toujours Tangle de la tangente en N à la courbe généra- 
trice avec la verticale. 
Au point N où le corps quittera la surface, nous aurons 

(i4) m(/siQ6=QcosO. 

Remplaçons dans cette égalité : 

Q par-— §- » et tang 6 par — jj-pr » 

dz 
(attendu que dans le cas considéré, -p= /*/(p) est négatif) >. et 

nous obtiendrons 

équation qui servira à calculer la valeur de p^. 

Ces diverses formules serviront à déterminer les principales 
circonstances du mouvement d'un point matériel dans rinié- 
rieur d'une surface de révolution à axe vertical. 

Pour compléter cette étude^ je vais maintenant considérer 
le cas où le point matériel se meut sur Textérieur de la surface. 

C'est alors la pesanteur qui tend à retenir le mobile sur la 
surface et la force centrifugé horizontale qui tend à Ten déta- 
cher. 

11 est évident à priori que le mouvement ne peut être ni 
ascendant^ ni même horizontal. 11 ne peut être que descen- 
dant. 

Je dis d'abord que ce mouvement descendant sur Tcxtérieur 
de la surface sera soumis à la loi des aires horizontales. 

Nous aurons en effet 

d*6 
(i6) m-^de=:mgfCOs6d6 + QsinOde. 
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C'est l'équation (3) de notre dialogue mu, dans laquelle le 
signe du dernier terme se trouve changé. 

Elle nous donnera successivement, en suivant la même 
marche que pour Téquation (3) : 

mfgrj :=z2fngz + ii j QsinOde; 

2/ Qsin6dc = muî — Qp; 
2QsinOd(î= — (QdpH-pdQ); 

=-1.^; 



»i 



P sine de 



P Qo^ 

Dans le cas d'une surface de révolution à axe vertical^ et 
attendu que sin 0(le=dp, nous aurons 

^,.P=_lQ?; 



soit enGn 



^'Qor' ' ^"" p» ' 



pd$' = rMod^ 

c'est-à-dire la loi des aires horizontales. 

Les équations (5), (8) et (10) sont donc applicables au mou- 
vementd'un point sur une surface de révolution à axe vertical, 
que le point se meuve dans Tintérieur ou sur Fextérieur de la 
surface. 

Lia condition nécessaire pour que le mobile ne se détache pas^ 
au point de départ^ de la surface de révolution, est que la com- 
posante de la pesanteur suivant la normale soit plus grande 
que celle de la force centrifuge qui lui est opposée. Elle s'ex- 
prime donc par l'inégalité 

(17) mgfsin6o>Q,coseo 
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ait, «Il lui bisuit subir la même transfomudioa qu'à r«qaa« 

fhuuEid rinégalhé (i8) sera satisfaite le mobile restera défini- 

utUDtmit sur la surface^ tant que j- sera négatif. 
Quand on aura au contraire 

(»9) «î>-FF)* 

le mobile se détachera de la surface au point de départ, et 
décrira une parabole dans le plan vertical de la direction de u^. 

Mais il pourra arriver que 1er mobile retombe sur la surface, 
au bout d'un certain temps. 

En effet, la parabole décrite par le mobile, étant rapportée 
à deux axes rectangulaires passant par son sommet et dont 
Tùn, Taxe des x sera la direction de la vitesse horizontale u^, 
tandis que l'autre^ Taxe des y, sera tracé verticalement de haut 
en bas, aura pour équation 

(20) a;. = ail? y. 

9 ^ 

(Dialogue no ii. Équation xv> 22). 

Soit maintenant 
(ai) x=(f(y) 

l'équation de la courbe d'intersection de la surface par le plan 
vertical de la direction de la vitesse u^. 

Si la trajectoire parabolique du mobile rencontre cette 
courbe, à une hauteur j^^ en contre-bas du sommet conunun 
d^ deux courbes, on aura Tégalilé 

TidWl 9ont les formules applicables au mouvement d'un 
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point malériel sur une surface de révolution à aie vertical. 

Paul. — En résumé, vous établissez que dans ce cas particu- 
lier, le mobile suit, dans son mouvement sur la surface, la loi 
des aires horizontales, qu'il soit situé à l'intérieur ou à l'exté- 
rieur de la surface. 

Vous obtenez ainsi une deuxième équation qui, combinée 
avec l'équation générale déduite du principe de la conserva- 
ti(Ki du travail, vous permet d'établir : 

i" L'équation générale {8), qui donne la durée du temps 
employé par le mobile pour franchir l'espace compris entre 
deux cercles de rayons r et p. 

2* L'équation générale {lo}, qui est celle de la projection 
borîzootale de la courbe en coordonnées polaires. 

3° Les équations (i i), qui permettent de calculer à priori si 
le mouvement sur la surface sera ascendant, horizontal ou 
descendant. 

4° Si le mouvement est alternatif, l'équation générale (12} 
donne la valeur du rayon p, du cercle sur lequel la vitesse ver- 
ticale du mobile s'annule etl'équalion générale (i3) donnecelie 
do rayon pj du cercle sur lequel la pesanteur et la force cen- 
trifuge se font équilibre. 

5° Si le mouvement sur la surface n'est que temporaire, 
c'est-à-dire si le mobile doit quitter la surface au bout d'un 
certain temps, l'équation générale (i5) donne la valeur du 
rayon p, du cercle sur lequel la séparation s'opère. Le temps 
du séjour du mobile sur la surface est alors donné par l'équa- 
tion (8) inlégrée entre les limites r et p, . 

Sfi Enfm si le mobile se meut sur l'extérieur de la surface de 
révolution, son mouvement, qui ne peut être que descendant, 
est soumis à la loi des aires horizontales. Le mobile restera sur 
la surface, pendant un temps plus ou moins long et qui peut 
même être infini, si l'inégalité (i8| est satisfaite. 



\/^ jnnKîTa ca AMtt- ' 
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Quand celte inégalité ne se produira pas, le mobile se déta- 
chera de ta surface, au point de départ. Mais il pourra retom- 
ber sur la surrace, au bout d'un certain temps, si l'équation 
(22) a des racines réelles. 

Emile. — Voici etfectivement un résumé très-clair et très- 
précis de la théorie que je viens de tous exposer pour les sur- 
faces de révolution à axe vertical. 

Je me propose maintenant d'en faire une application au 
cas où la courbe génératrice se réduit à une droite inclinée sur 
la verticale, c'est-à-dire au cas du cône circulaire à axe ver- 
tical. 



B 



Lafig. 38 représente deux cûnes droits ASB, A'&'B' dispo- 
sés d'une manière inverse et dont l'intersection est le cercle 
horizontal de rayon CM ^ r. 

Pour simplifier les calculs, je suppose que ces deux cûnes 
ont le môme angle au sommet, et que cet angle ASB = A'S'B' 
est de 90". 

Je place l'origine des coordonnées au sommet S du cône 
renversé. 
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L'éqaation de la droite génératrice SA sera 

CeUe de li droite génératrice S^Â^ sera 

(b) J5 = 2r — p. • 
J'aurai donc pour le cône S 

(c) f{?) = ? et r(p)=+i; 
et pour le cône S^ 

(d) f(p) = 2r-p et r(p)=-i. 

Ces préliminaires établis, je place au point M, sur le cercle 
d'intersection des deux cônes, quatre points matériels mobiles, 
savoir : 
I* Le point n dans Tintérieur de Tangle S^HA^ 
2^* Le point o dans Tinlérieur de l'angle S^MS, 
df Le point $ dans l'intérieur de l'angle SHA^, 
40 Le point e dans Tintérieur de l'angle AHA^ 
Je leur imprime en même temps la même vitesse initiale u^ 
dirigée suivant la tangente au cercle d'intersection. 

Le mobile n ne pourra prendre qu'un mouvement ascendant 
dans l'intérieur du cône S. 

Le mobile o ne pourra prendre qu'un mouvement descen- 
dant dans rintérieur du même cône S. 

Le mobile s ne pourra prendre qu'un mouvement descen- 
dant et temporaire dans l'intérieur du cône S^ 

Enfin le mobile e ne pourra prendre qu'un mouvement des- 
cendant sur l'extérieur du cône S^ 

Nous aurons ainsi un spécimen de tous les cas qui peuvent 
se présenter dans le mouvement d'un point matériel sur une 
surface conique à axe vertical. 
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Je vais faire difTéreoles hypothèses sur la vitesEe initiale u,. 
Première bypotlièse u^^eo. 

II est clair que dans ce premier cas, le mobilu n reste en 
reposj le mobile o descend le long de l'arête MS, le mobile j 
tombe verticalement suivant MP, et le mobile e suit l'arête 
MA'. 

Deuxième hypotbèse u*<gr~g (r— k). .^M 

En faisant, dans les équations générales (ti),f'{r)^i,aa 
reconnaît que le mobile n tend à descendre sur la surface du 
cône S, Mais comme il est retenu par la surface conique S', il 
ne pourra que se mouvoir liorizontalement avec lu vitesse uni- 
forme «j. Il est facile de voir que pendant ce mouvement, il 
exercera, normalement à la surface S', une pression constante 
dont la valeur générale est 
md'e 



dl' 



■ i^mj/cosâ — Qsi 



laquelle valeur, dans le cas particulier dont il s'agit, et à cause 
de 9 = 45°, se réduit à : 



mgh 



..md'e I1( mwî\ i\ ( 



Le mobile o n'étant retenu par aucun obstacle, descendra 
sur I 



■ la surface avec la vitesse verticale -3^ = J" donnée par 

al al '^ 

l'équation générale (3). Celle vitesse sera 

"' p^2 V 25 

attendu que p^s. 

Elle s'annulera pour la valeur p, de p, qui rend le radical 
numérateur nul, et qui est donnée du reste par l'équal 
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fénérale (13), laquelle prend ici la forme suivante 
ifo) 2ffpî = w;(r + p,). 

On en tire, eu observant que pi ne peut être négatif, 

La valeur p, du rayon du cercle sur lequel il 7 aura équi- 
< libre entre la pesanteur et la Torce centrifuge, sera, conformé- 
I ment à l'équation générale (i3). 



(i) 



£nQn, l'équation différentielle polaire delà projection horï- 
lontale de la trajectoire décrile par le mobile o, sera, confor- 
ménient à l'équation générale (10), 



ru, 1/2- 



■Ù-) 



VaffpVr— 0) — uî (r' — p') Vaff p' — »l (r + f)' 



Panl. — Malheureusement, vos deux 6quationsdifférentielle« 
if) et (j) me paraissent bien difficiles à intégrer. 11 n'y a cepen- 
dant que cette intégration qui pourrait nous fixer sur la nature 
delà trajectoire, qui doit affecter la forme d'une spirale, et sur 
lia durée du temps que le mobile emploie pour revenir à son 
fioint de départ. 

I Emile. — Des analystes plus habiles que nous parviendront 
tpeut-étre à les intégrer, sinon dans le cas général d'une valeur 
Jde uj comprise enlre et gr, du moins dans le cas particulier 
"d'une valeur de «J se rapprochant beaucoup de gr. On connaî- 
trait ainsi la loi des petites oscillations verticales d'un mobile 
dans l'intérieur d'un cône droit. 



'V, 



I 
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Mais laissons de côté ce problème, et revenons â notre d^J 
cussion. fl 

Nous avons maintenant à considérer le mouvement du mfl 
bile s. ^Ê 

Ce mobile tend à descendre sur le cône S', pour leciuel noBJ 
avons r(p)=—i. H 

En nous reportant à la formule générale (i3), elle noas 
donne, dans le cas particulier que nous examinons 

,*, PÏ="-^ = ..-.A. J 

Comme p, est le rayon du cercle où le mobile se détacbe dé 
la surface, et que, pour le mouvement descendant, il ne peut 
être inférieur à r, nous en concluons que le mobile s se déta- 
chera de la surface, à son point môme de départ, et qu'il 
décrira par conséquent une parabole à axe vertical comprise 
dans l'intérieur de l'Iiyperbolc équilatère résultat de l'inter-j 

1 






H^Hb 




H 


1 


section du cône S' par le plan vertical MP passant par k direc- 
tion de la vitesse u„. (Voir la fig. 39.) 
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La âg. 39 représente la coupe du cdae S' par le plao vertical 
passant par te point H et par la direction de v„. 

La courbe BHIf est l'bypcrbole équilatëre, intersection du 
cftne et du plan vertical. 

liCSlignesS'Y etS'Y', projeclionsdesdeuxarè(es,ducôneS^, 
parallèles au plaa sécant, sont les asjmplôtes de cette hyper- 
bole. 

La courbe intérieure AU A' est la parabole que décrit le 
mobile t dans l'intérieur du cône. 

Cette parabole, rapporléu aux axes rectangulaires Ux et Uy, 
t pour équation 

(I) 

L'équation de t'byperbole BMB', rapportée aux mêmes axes, 
est 
<m) a"=:2ry-t-y'. 

L'équation de la parabole donne 

dy __ X d'y _ I 

dx r — A dx* r — h' 

^Celle de l'hyperbole donne 

d'y _ 1 s" 



'dp r+y' dx" r-Hy (r-j- y)* 
3&ipo)nlM, sommet commuD des deux courbes, on a 
y = o; x:=Oi a/^o, 

i qui doonc ■^=-^ = o. 
' ^ dx dx" 

Les deux courbes ont donc même tangente horizontale eu 

ce point, ce que nous savions d'avance; 

'"Mai» leur contact n'est que du premier degré, attendu que 
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les valeurs de ^ et de ^^ ne sont pas égales an sommet com- 
mun. Nous avons en effet en ce point 

^__1_, et ^=L 
(te* r — A c/o?" r 

il nous restera considérer le mouvement du mobile e. 

En faisant f (r) = — i dans Tinégalité (i8)^ on voit qu'elle 

est satisfaite, dans la deuxième hypothèse que nous discutons 

en ce moment. 

dz 
D'ailleurs ^ étant constamment négatif, le mobile restera 

iiidériniment sur la surface conique. 

L'équation différentielle de la projection horizontale de la 
Irujectoire, déduite de l'équation générale (lo), en y faisant : 

/'(p)=2r— p,elf (p)=— I 



prendra la forme suivante 



ru 







:3^û£ 



V2sp'+uî(p+r) 
La vilesse Terticale ^ = ^ ^^^ donnée par l'équation 



g = y/,(p-r)H-^.(p«-,-); 



soit, en remplaçant p par ar — z. 



(0) 



dz . / , . . . , 3r'— 4rg4-»» 
Pour z as o, c^ettrk'dire quand le mobite e est desoendiide 
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la hauteur r, on a pour la valeur de sa vitesse verticale acquise 



, . àz ^ I II r — Zh 

'P> dF=V^— 8 

Ne sachant pas intégrer les équations difiërentieUes (p) et* 
(o)^ je ne puis pousser plus loin cette discussion. 



Troisième hypothèse u^zzigt. 

Le mobile n ne tend ni à monter ni à descendre. Il décrira 
donc le cercle horizontal de rayon r^ avec la vitesse uniforme 
%j comme dans le cas précédent. Hais il n'exercera aucune 
pression sur Textérieur de la surface du cône S'. 

Le mobile o ne tend également ni à monter ni à descendre. 
Son mouvement sera donc le même que celui du mobile n ; et 
il n'exercera aucune pression de bas en haut sur Tintérieur de 
la surface conique S^. 

Le mobile % décrira, comme dans le cas précédent, une para- 
bole à axe vertical, toujours comprise dans l'intérieur de Thy- 
perbole équilatère BHB^, comme on le voit par la comparai- 
son des équations (<) et (m). 

Toutefois cette parabole aura un contact du deuxième degré, 
au point M^ avec Thyperbole^ attendu que pour A = o^ on a 

Ce sera donc la parabole la plus ouverte de toutes celles 
qu'il est possible d'inscrire dans Tintérieur de Thyperbole 
équilatère. 

Quant an mobile e, il tend à se détacher de la surboe coni* 
que à son point de départ. 

Si la surface conique S' était supprimée, fl déeriraU kt 
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même parabole que le mobile $. Mais comme cette parabole est 
comprise dans l'intérieur de la surface S'^ le mobile e restera 
fcHTcément sur cette surface et y exercera une pression. 

Sa trajectoire coïnciderait avec Thyperbole équilatère, si 
celle-ci présentait une saillie sur le cône du côté de la partie 
détachée par le plan sécant de Thyperbole. Le mobile e s'ap- 
puierait alors sur cette saillie, et sou mouvement ne serait 
plus libre. 

Mais comme aucun obstacle ne gêne son mouvement sur la 
surface conique Sf^ la trajectoire sera tracée tout entière sur 
la partie du cône détachée par le plan vertical sécant de l'hy- 
perbole équilatère. 

L*équation différentielle polaire de sa projection horizontale 
sera l'équation [n] dans laquelle Uq* =gr. 

La vitesse verticale est donnée par l'équation (o), en y faisant 
K=gr. 

La valeur de cette vitesse acquise, au niveau du sommet S du 
cône renversé, donnée par Téquation ip) en y faisant h = o, 
est 






Quatrième hypothèse u^* > ff r = j (r -+- A). 

Cette hypothèse est la dernière. 

Le mobile n remontera dans l'intérieur du cône S. Les for- 
mules relatives à ce mouvement ascendant sont les mêmes 
que celles relatives au mouvemen t du mobile o dans la deuxième 
hypothèse. Ce sont les formules {f), (</), (A), (i) et (;), dans les- 
quelles il faut changer— A en + A. 
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Le mobile o tend à monter sur Tintérieur du cône S; mais 
cette tendance est détruite par la résistance de la surface S^. 
Ce mobile prendra donc un mouvement horizontal et uniforme 
en décrivant le cercle de rayon r. 

Mais par suite de Taclion dominante de la force centrifuge 
horizontale, il exercera, normalement à la surface conique S^ 
une pression dirigée de bas en haut et dont la valeur sera 



(s) ûsinO— mô'cose=y i^î~^—m^j= 



mgh 



Le mobile s restera sur la surface, jusqu'au cercle dont le 
rayon p, est donné par Téquation (ft), dans laquelle on change 
le signe de A. La valeur de ce rayon p, est donc 

A partir de ce cercle^ le mobile $ se détachera de la surface 
conique S^, et décrira dans l'intérieur de ce cône une parabole 
située dans un plan vertical et passant par la direction du der- 
nier élément de la trajectoire décrite sur le cône S^ par le 
mobile s. 

Reste à examiner le mouvement du mobile e. 

Il se détache de la surface à son point même de départ, et 
décrit^ dans le plan vertical sécant de Thy perbole équilatère, 
la parabole QM(y (fig, 3g). 

Hais ce mobile retombera nécessairement sur le cône S^^ au 
bout d'un certain temps. 

En effet, changeons le signe de h dans Téquation (l), et nous 
obtiendrons, pour l'équation de la trajectoire parabolique du 
mobile e, 

(u) x*=2ry'h2hy. 

Celle de l'hyperbole équilatère étant, conformément à Té- 
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quation (m] 

on voit que les deux courbes se rencontrent au point dont 1* 
donnée y^ est donnée par l'éqnation 

qui donne 

(x) !/,=o = 2A. 

Lemobilerelombera donc surlasurfaceconîque quand il sera 

descendu verticalement du double de la hauteur Ar=--ï — r. 

a 

Il est facile de voir en outre que la trajectoire parabolique 
du mobile e coupe l'asymptôle S'Y de l'hyperbole équilalèi 
CD deux points dont les ordonnées v< et y, sont 



1 



(y) y, = A-i-V/i' — r-; y, = ft — V** — r'; 

L'asymptote ne sera rencontrée que dans le cas où l'on aura 
h>r. 

Si A = r, les deux points de rencontre se confondront en un 
senlj et la parabole sera tangente à l'asymplôle au point où 
l'ordonnée est r, c'est-à-dire au niveau du sommet S du cône 
renversé. 

Telle est l'analyse du mouvement d'un point matériel sur 
an c6ne vertical. 

Paul. — Elle est malheureusement incomplète à cause de 
la non-intégralion de l'équation dilTêrentielle polaire de la 
projection horizontale de la trajectoire,- mais elle n'en pré- 
■ente pas moins un certain intérêt scientifique. 
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Les pendnles. 



Détennination de la durée des oscillations qui se produisent dans cer- 
tains mouvements, alternatifs et de petite amplitude, où le travail 
passe de Tétat sStique à Tétat dynamique. — Pendule composé. — 
Pendule simple. — Pendule cycloïdal. — Pendule conique. 

£mile. — Je me propose aujourd'hui d'aborder la question 
des pendules en générai, c'est-à-dire de calculer la durée et 
le nombre des petites oscillations d'un corps solide dont le tra- 
vail passe successivement de l'état statique à l'état dynamique 
et réciproquement 

Je commencerai par Pappareil connu sous le nom de pen- 
dule composé. 

Paul. — Pourquoi ne commencez-vous pas par le pendule 
iimpleP 

Emile. — Parce que le pendule simple n'est qu*uu cas parti- 
culier du pendule composé. 

La flg. 4û représente la coupe d'un pendule composé de 
forme quelconque, par un plan vertical perpendiculaire à Taxe 
liorizontal de suspension 0, et passant par le point G, centre 
de gravité de Fappareil oscillant. 

OG=:r est le rayon du cercle décrit par le centre de gra- 
vité. 

Je prends pour plan de comparaison le plan liorizontal Par 
tangent au cercle vertical décrit par le point G. 
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^^H Pour faire osciller le pendule, j'écarte la ligne OG de la poei- 
^^^1 lion Terticale, el j'élève le centre de gravité G à la hauteur z, 
^^^B au-dessus du plan de comparaison Px. ^^ 

^^^B Le pendule, dont la masse est »i, possède alors un magasin 
^^^P slattque 

V Je l'abandonne à l'action de la pesanteur. ^^H 
^^H Au bout du temps I, le centre de gravité ne sera plus q^^ 
^^B une hauteur : < s, au-dussus du plan de comparaison. 
^^H Le magasin statique dn pendule sera réduit à 

^H 

^^^K .Mais il aura acquis un magasin dynamique tournant par ru^ 

^^^1 port à l'axe de rotation 0, dont la valeur est j^| 

^^^B k désignant le rayon de giration du pendule par rapport à l'axe 
^^^B 0, et M la vitesse angulaire d'un point quelconque du pendule. 
^^H L'équation du mouvement du pendule est donc 
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Si maintenant je désigne par d$ l'arc de cercle élémentaire 
âccrit/ pendant Tinstant de, par le centre de gravité G, je puis 
poser 



ds 
soit 



di=*""î 






Cette substitution me donne 

J'en tire immédiatement 

(3) • t=' C^. 

ryj2gj yjz.—z 

Je pourrais procéder ici^ comme je l'ai fait dans notre dia- 
logue n® 11^ en traitant le cas de la surface cylindrique hori-* 
zontale à base circulaire, c'est-à-dire exprimer ds en fonction 
de z. Mais il sera plus simple d'exprimer z et ds en fonction 
de Tangle a que le pendule fait avec la verticale. 

Nous aurons alors 

ds = rdoL; J5=r(i — cosa); z^=r(l — cosoi); 
et réquation (3] prendra la forme suivante 

(4) di = ^ ^^ 

Vagff Vcosa — cosa^ 

Des formules connues nous donnent : 



COSa.= I — -^H ^ 

* 2 2.0.4 



a« a* 



cos a =1 



2 2.3.4 



• . • • 
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Les angles a^ et a devenant très-petits^ quand on considère 
le cas des petites oscillations du pendule, on peut négliger 
toutes les puissances paires supérieures à la deuxième^ et l'é- 
quation (4) se réduit alors à 

^ , k dcL 

(o) dt = 



}Jgr /a? — a* 

L'intégration^ entre les limites a=o et a=zcL^} donne pour 
le temps que le pendule emploie pour passer d'une position 
extrême à la position verticale et réciproquement 

(6) ^o = j4- 

Le temps T d'une oscillation complète, c'est-à-dire le temps 
employé par le pendule pour revenir à sa position primitive, 
sera donc 

.(7) T = 4^o=2ir-L. 

Vffr 

Le nombre d'oscillations complètes N exécutées par le pen- 
dule composé pendant l'unité de temps, soit pendant une 
seconde, sera 

Pour passer maintenant du cas du pendule composé au pen 
dule simple, il suffit de faire A:=:r, attendu que le magasin 
tournant du pendule simple est 



Les formules (7) et (8) sont donc, dans le cas du pendule 
simple 



(9) 



v^- 
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et 

Si donc je désigne par X la longueur du pmdule simple, exé- 
cutant, dans Tunité de temps, le môme nombre d'oscillations 
N que le pendule composé que je considère, j'aurai Tégalitô : 

(II) 'k = 'L = r^2o. 

ta étant le rayon de giration du pendule composé par rapport 
à un axe horizontal mené, par le centre de gravité, parallèle- 
ment à Taxe de suspension 0. 

Sur le prolongement de OG {fig. 4o), je prends un point E 
tel qae l'on ait : OE = X. Le point E sera le centre d'oscillation 
du pendule composé. 

En menant par ce point un axe horizontal parallèle à l'axe 
de supension, et en faisant osciller le pendule autour de cet 
axe, la durée de son oscillation sera la même que pour Taxe 0. 

En effet, soit T' cette durée, k' le rayon de giration du pen- 
dule par rapport à l'axe horizontal E, et r^ la distance GE, nous 
aurons, conformément à la formule (7] 

\gr^ y gr^ y g 

en observant que : 

r''=:X— r,etftî=r(X— r). 

n y a donc réciprocité entre les centres de suspension et 
d'oscillation. 

Paul. — Voici en effet une solution très-simple de ce pro- 
Uème fameux qui, sous la dénomination du problème du cen- 
fft t oscillation, a occupé pendant bien longtemps les plus 
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4<)SM««s géomètres^ tels que Descartes^ RoberYal^ Huyghens, 
tifl |H gg Bmioailli, lHopital, etc., etc. 

QiHaid on passe en revue toul ce qui a été écrit dans ces 
li ot Mi f s siècles, par ces hommes éroinents, sur ce problème 
<jtife jpmdole composé, on ne peut s'empêcher d'admirer les pro- 
$f^ de la science qui nous permettent aujourd'hui de résou- 
<lr^ ee problème, pour ainsi dire, d'un trait de plume. 

tmile. — Il est clair que le mouvement circulaire d'un peq- 
dule simple de longueur p coïncide avec celui d'un point maté- 
riel assujetti à suivre la circonférence d'un cercle vertical de 
rayon p. 

En efTet, l'équation générale 



(5j)=2!/(^.-iî), 



s*applique également à ces deux mouvements. 

Je considère une courbe quelconque, située dans un plan 
vertical et symétrique par rapport à un axe vertical. Son centre 
de courbure, au point le plus bas, sera nécessairement situé 
sur Taxe vertical de symétrie. Je désigne par p le rayon de cour- 
bure au point le plus bas, c'est-à-dire le rayon du cercle oscu- 
lateur en ce point. 

Si je fais osciller un point matériel sur cette courbe, et si je 
limite l'amplitude des oscillations à la partie inflnimeot petite 
commune à la courbe et au cercle osculateur, le mouvemeni 
du point matériel mobile coïncidera évidemment avec celu 
du pendule simplede rayon p. Cette coïncidence existera encore 
luaU d'une manière plus ou moins approchée, pour des ampli- 
iudai extrêmement petites et dépassant très-peu les limites di 
\HMAtaot de la courbe et du cercle osculateur. 

Nous pouvons donc conclure de là que la durée d'une oscil 
lo^tton entière d'un point matériel qui suit une courbe quel 
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conque verticale et symétrique, en s'écartant très-peu à droite 
et à gauche de Taxe de symétrie, est donnée par la formule 
générale 

p étant le rayon de courbure du point le plus bas. 

L'illustre Poisson étend même ce résultat au cas d'une courbe 
quelconque à double courbure dont le plan osculateur au point 
le plus bas est vertical. 

Le résultat que nous avons déjà constaté^ pour le mouvement 
d-un point matériel mobile sur la cycloïde, dans notre dialogue 
Qo II, est en concordance avec l'équation générale (12). 

Nous avons trouvé en effet Dial. n^ 11, équation 34), 



='Vf- 



pour le temps constant employé par le point matériel mobile 
pour descendre d'un point quelconque d'une cycloïde dont le 
rayon du cercle générateur est r, au point le plus bas. Ce temps 
^0 représente donc le quart de la durée d'une petite oscillation 
complète. On a ainsi pour la cycloïde 

(•3) T = 4iry^=27cy/^. 

Or, le rayon de courbure de la cycloïde renversée, au point 
le plus bas, ayant pour valeur 4^> on voit qu'il y a identité 
entre les équations (12) et (i3). 

La cycloïde est la seule courbe pour laquelle la durée de 
l'oscillation soit indépendante de Tarn pli tude. 

En d'autres termes, c'est la seule courbe taniochrône. 

Poisson le démontre par un calcul savant que je crois inu- 
tilede reproduire ici. 



190 DIALOGUE NO 13. 

Il démontre également^ par le calcul des variations^ que la 

cycloïde est la Braehyslochrône^ c'est-à-dire la courbe qu'un 

, point matériel doit suivre pour passer dans le temps le plus 

court, sans vitesse initiale^ d*un point donné A, à un autre 

point donné B situé à un niveau inférieur. 

La cycloïde est donc une courbe extrêmement remarquable 
au point de vue mécanique. Sous ce rapport^ ses diverses pro- 
priétés sont parfaitement connues^ et je n'ai aucune considé- 
ration nouvelle à vous présenter sur la théorie du pendule 
cycloïdal. 

Toutefois, je ne crois pas inutile^ dans l'intérêt de nos jeu- 
nes auditeurs^ d'appeler leur attention sur les deux proposi- 
tions suivantes, qui se déduisent directement de la théoria. 
connue et qui, en raison de leur forme simple, se fixeront aisé^ 
ment dans leur mémoire. 
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Deux mobiles partent ensemble du point A {fig. 4i)* 
L*un suit la verticale AP, et Tautre la cycloïde AOA^ 
Ils n'ont aucune vitesse initiale et sont abandonnés à Tactioa. 
de la pesanteur. 

Au bout du temps ( = 27ry-, le second mobile attemd 



le point A^ et aura. parcouru la distance horiaontale : 

AA^ = a = 2wr. 
Au bout de tb même temps^ le premier mobile aura par- 
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couru une distance irerlicale Y dooi la Taleur est 

II T 

Ainsi, pendant que le mobile qui suit la cycloîde parcourt 

§ 

horizontalement la distance &, celui qui est librement abandonne 
à l'action de la pesanteur parcourt la distance ^ra, c'est-à-dire 

m 

la circonférence développée du cercle dont le diamètre est a. 

Et comme la cycloîde est la courbe brachystochrône^ on en 
conclut que le temps minimum nécessaire pour qu'un mobile 
puisse franchir, en s'appuyant sur une courbe quelconque et 
par la seule action de la pesanteur ^ la distance a qui sépare 
deux points situés sur un même plan horizontal^ est égal à celui 
qu'un corps libre et pesant emploiera pour descendre d'une 
hauteur égale à la circonférence développée du cercle dont le 
diamètre est a. 

Quant à la seconde proposition, elle consiste en ce que la 
Titesse horizontale u, du mobile qui part du point A et qui 
suit la cycloîde, est proportionnelle à la hauteur de chute y. 

Cette expression très-simple de la vitesse horizontale du 
mobile, qui décrit la cycloîde entière, résulte dii calcul sui- 
vant 

«•=(§)-(D'=-»-(t)" 

De l'équation de la cycloîde de la fig. 4i 1 

«*=8r(2r— y), 
je tire successivement 



\dtj ~ ar \dtj ~ 
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Donc 



ti' 
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/ 2r — v\ çy^ 



ce qui me donne 
(i4) 



^=y\JÎ^ 



Telle est l'expression simple et remarquable de la ^ 
horizontale du mobile qui parcourt la cycloïde entière, 
tenais à faire ressortir ici^ parce que je ne l'ai trouvée 
aucun traité de Mécanique. 

Je ne m'arrêterai pas plus longtemps sur la question d 
dule cycloîdal. Je Tais maintenant aborder .celle du p< 
conique. 

C'est la dénomination que prend le pendule simple^ ( 
après l'avoir écarté de fa position verticale^ on lui im 
une certaine vitesse latérale. 

U est clair que le mouvement du pendule conique ce 
aTec celui d'un point matériel dans l'intérieur d'une spl 

Or, la sphère étant une surface de révolution à axe v( 
nous allons, pour traiter le problème dont il s'agit^ nous 
ter simplement aux équations générales de notre di 
n* 12. 

Fie. *0. 




Soit R {fig. 42) le rayon de la sphère. 
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L'équation du cercle générateur rapporté aux axes Op etO^ 

sera 

(ï5) j:»=2R5 — p«. 

J'en tire pour la demi-sphère supérieure 



dz .., , . p 



= /'(p)=S' = _ 



et pour la demi-sphère inférieure 

— = f'(p) = 2'=^=*= 



La formule générale (lo), (dialogue n" 12), prend dans le cas 
de la sphère les deux formes suivantes: 



(16) da)= ± ^ «— ° 



s/^gf (VR*— r»— VR*— p') — «î (r'— p')' 



(17) dci) = ^ ^ 



V/2 r p* ( v/H« - p« — VR*^^) — M J (r* — p') 

Ce sont les équations différentielles polaires de la projection 
horizontale de la trajectoire décrite par le mobile dans Tinté- 
rieur de la surface sphérique de rayon R. 

La première convient au cas où le point de départ M du mo- 
bile situé sur le cercle de rayon r appartient à la demi-sphère 
supérieure. La seconde au cas où ce point appartient à la demi- 
sphère inférieure. 

13 
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Ces équations ne sout pas intégrables, sous forme finie^ dans 
le cas général. 

Si le mobile est lancé dans la partie supérieure de la sphère^ 
son nK)UYement sur la surface ne peut être que temporaire et 
descendant. Le rayon p, du cercle où il commencera à se déta- 
cher de la surface, est donné par Téquation générale (i5), (dia- 
logue n*" 12), qui prend la forme suivante 

{18) ?i=—^^ — 



Soit: 



* ^k 



(19) PÎ(R*~pî)=^- 

Sous cette dernière forme elle nous indique que le mobile 
se détachera toujours de la sphère, avant d'atteindre le grand 
cercle horizontal de rayon R. 

Pour que le mobile quitte la sphère au point même du départ, 
il faut que la vitesse initiale u^ satisfasse à Féquation 



(20) ul = g VR^^-P. 

Si le mobile est lancé dans la demi-sphère inférieure, son 
mouvement sera descendant, horizontal ou ascendant, suivant 
quCr conformément aux équations générales (ii), on aura 

(21) Wo<.= OU >./pf^ 



VR*— r^ 



Il en résulte que le mouvement du mobile sera nécessaire- 
ment descendant si r = R. Dans ce cas, en effet, la force cen- 
trifuge n'a pas de composante à opposer à l'action de la pesan- 
teur. 

Le rayon p^ du cercle sur lequel la vitesse verticale du mo- 
bile s'annulera est donné par l'équation suivante, déduite de 
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l'équation générale (12} 

(22) . 2^pî(VR^^^-VS^^=î^=ti;(r»-pî). 

Elle donne p, =R, pour 1*0* = .^^ 

VR'— r« 

Elle nous indique que la Taleur de pt sera toujours plus 
grande que 0, tant que u^ ne sera pas nul. 

Dans le cas particulier de r = R, Téquation (22) nous donne, 
tout calcul fait, 

(23) Pî = ^ (Vwî + I6|;'R«_ II?). 

Enfin , la yaleur du rayon p, du cercle sur lequel Téquilibre 
existe entre la pesanteur et la force centrifuge, sera donnée 
par Féquation générale (i3), qui, dans le cas de la sphère, se 
présente sous la forme suivante 



3_uîrVR'--pg 



Je termine ici cette petite digression sur le mouvement d^un 
point matériel dans Tintérieur d'une sphère^ pour revenir à la 
question proprement dite du pendule conique, c'est-à-dire 
pour considérer le cas particulier où les valeurs de r et de tio 
sont très-petites. 

Je vais me proposer tout d'abord de déterminer la projection 
horizontale de la trajectoire. J'en déduirai ensuite la durée de 
Foscillation, d'après le principe des aires horizontales. 

Je prends Téquation (17), puisqu'il s'agit ici d'un mouve- 
ment dans la demi-sphère inférieure, et je la mets sous la 

forme suivante 

dp 

(26) dfcis:^— r — ^ 
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J'écris maintenant, suivant la formule de Newton 

La valeur de p étant très-petite par rapport à R^ je puis, tout 
en l'admettant comme quantité finie, considérer 4 comme un 

infiniment petit du premier ordre, et négliger dans les calculs 
les puissances de ce rapport supérieures à la première. 
J'écrirai donc 

(26) ^^iZ7.=R^^. 

p varie entre les limites r et pi qui sont également très-petites 
par rapport à R. La formule (26) subsiste donc pour p=r et 
pourp=rpj. 

Je commence par faire l'application de cette transformatio 
à la formule (22). Elle me donne alors pour la valeur de Uq en 
fonction de p» : _ • 

(27) ^o = piy|- 

L'équation (26) me donne d'ailleurs 

(28) slW:=T^^^W=^^ = ^. 

La combinaison des équations (25), (27) et. (28) me donne, 

après réductions, 

dp 

(29) <^"= fj — ,. ==^» . 

et finalement, en négligeant l'infiniment petit du deuxième 

ordre 4?' 

dp 

(3o) rf6>= . -P- 



v'('''-p')(p'-pî)' 
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Nous aTODS déjà rencontré cette équation différentielle po- 
laire^ dans notre dialogue n"" lo, en traitant le cas du mouTe- 
ment d'un corps soumis à Taction d'une force centrale, attrac- 
tive et proportionnelle à la distance. 

C'est celle d'une ellipse rapportée à son centre et dont les 
axes sont 2 r et 2 p^. 




La flg. 43 représente Tellipse^ projection horizontale de la 
courbe décrite par le pendule conique. 

Le pendule est lancé horizontalement avec la vitesse u^ sur 
le cercle de rayon r. 

Quand il atteint le cercle dont le rayon est ^ 



.. = «,y/|/ 



la vitesse verticale s'annule; et le pendule a décrit Tare AB 
correspondant au quart de Tellipse. 
Le rayon pi sera plus petit que r, si Ton a 



wî< 



gr^ 



Dans le cas contraire, il sera plus grand. 
Sil'égalité 



ui== 



VR' — r* 



( ■■; 
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est satisfaite^ le pendule décrira sur la sphère le cercle de 
rayon r. 

Le pendule passe ensuite de B en A^ et revient sur le cercle 
de rayon r, à Textrémité du diamètre passant par le point de 
départ. 

Il atteint une seconde fois le cercle de rayon p^ au point fi' 
où sa vitesse verticale s'annule^ et revient enfin au point de 
départ A. 

L'oscillation complète se divise ainsi en quatre périodes d'é- 
gale durée , attendu que la même équation du mouvement 
s'applique à chacune de ces quatre périodes. 

Le pendule étant soumis^ pendant ce mouvement alternatif, 
à la loi des aires horizontales^ nous pouvons calculer facile- 
ment la durée d'une oscillation complète. 

Nous avons en effet 

p*d6)=rtiodr, 



X 



3600 

p*dcd = rUoT; 



T étant la durée d'une oscillation complète. 

Or, l'intégrale représente le double de l'aire de Tellipse, 
dont les demi-axes sont pi et r. Nous avons donc 

J<«360o 
p« d<o = rWoT= 2 TT r p„ 


ce qui nous donne 

(3i) T= ^^. 

Et comme, d'après l'équation (27), 



«0 V » 
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nous avons finalement pour la valeur de T 
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(32) 



= -V^' 



ce qui nous indique que la durée des oscillations du pendule 
conique est indépendante de la vitesse initiale u^, et la même 
que celle des oscillations du pendule simple de même lon- 



gueur. 



On peut donC; enfaisant osciller un pendule simple^ le dévier 
de son plan vertical, sans altérer la durée de son oscillation, 
pourvu que cette déviation soit très-petite. 

Ici se termine la première partie de ma communication. Je 
n'ai considéré jusqu'à présent que des mouvements de corps 
solides, où le travail passe de Tétat statique à l'état dynamique 
et réciproquement. Ce n'est qu^accidentellement que nous 
avons vu apparaître le travail sous la forme calorifique, quand 
nous avons traité le problème de la chaîne déployée verticale- 
ment et qui se masse sur un plan horizontal. 

Je me propose maintenant de vous faire faire une petite 
excursion dans le domaine de Thydrodynamique. 

Paul. — J'accepte votre proposition. Mais ce sera pour notre 
prochaine séance. 
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Hydrodynamique. 



Excursion dans le domaine de la Mécanique des liquides. — Démonstra- 
tion mécanique du principe d'Archimède. — Calcul du mouvement 
oscillatoire vertical des corps flottants. — Démonstration nouvelle 
de la formule de Toricelli. — Calcul du mouvement oscillatoire d'un 
siphon liquide à branches verticales. — Isochronisme de ces oscilla- 
tions. — Leur coïncidence avec celles d'un point matériel oscillant sur 
une cycloïde ayant même longueur développée que le siphon liquide. 

Emile.— Je me propose aujourd'hui de faire quelques appli- 
cations du grand principe de la conservation du travail au 
mouvement des liquides. 

Je me bornerai à quelques exemples principaux dans les- 
quels le travail passe de la forme statique à la forme dyna- 
mique. 

La loi fondamentale découverte par Ârchimède et qui con- 
siste en ce qu'un corps solide en partie submergé dans un 
liquide, oii il se tient en équilibre, déplace un poids de ce li- 
quide égal à son propre poids^ est considérée comme apparte- 
nant plutôt au domaine de la Physique mathématique qu'à 
celui de la Mécanique. 

Paul.— Cela tient à ce que la démonstration qu'on en donne^ 
et qui est basée sur des considérations de pressions qui se font 
équilibre, n'a pas un caractère purement mécanique. 

Emile. — Je revendique cette loi pour le domaine de la 
Mécanique^ attendu qu'elle se déduit rigoureusement du grand 
principe de la conservation du travail. 
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Paul. — Cependant^ dans la question d^équilibre d'un corps 
solide en partie submergé dans un liquide, il n'y a aucune 
transformation de IraTail , puisqu'il n'y a pas de mouyement. 

Emile. — Permeltez-moi de yous dire, mon cher Paul^ que 
Yous commettez ici une erreur graYe. 

Est-ce que Tétat d'équilibre du corps solide submergé ne 
peut pas être considéré comme Tétat final du mouYement oscil- 
lant Yertical que prendra le corps solide en question^ si on le 
transporte parallèlement à lui-même à la surface du liquide^ 
et qu'on Tabandonne ensuite à Faction de la pesanteur? 

Paul. — Je YOUS accorde cela. 

Emile. — Vous m'accordez aussi que je puis appliquer le 
principe de la transformation du traYail au mouYement oscil- 
lant dont il s'agit. 

Paul. — Sans doute. 

Emile. — Eh bien^ nous Yoici maintenant d'accord. Admet- 
tez que je parYienne à mettre en équation le mouYement d'os- 
cillation Yertical du corps solide, qu'est-ce qui pourrait m'em- 
pêcher de déduire de cette équation les conditions relatiYCS à 
l'équilibre du corps solide dans Tintérieurdu liquide? 

Paul. — Je comprends maintenant Yotre programme. Vous 
Bllez commencer par faire osciller Ycrticalementle corps 
solide. Vous supposerez ensuite que l'amplitude de l'oscillation 
dcYienne infiniment petite, comme cela se passe du reste dans 
la pratique^ et yous yous proposez d'arriYer ainsi au principe 
<3'Archimède, en passant de l'état de mouyement à l'état d'é- 
quiUbre. 

Emile. — Vous aYez parfaitement exprimé ma pensée. 

Je pose donc le problème de la manière suiyante : 

Un corps solide H de forme quelconque^ homogène ou non, 
est placé tangentiellement à la surface d'un liquide ab (posi- 
tien a de la fig. 44). 
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Sa position initiale esl telle que si le plan liquide ab était 
remplacé par un plan horizontal solide pouvant servir de poiDt 
d'appui au corps M, celui-ci s'y maintiendrait en équilibre. 




Je suppose en outre que la densité moyenne du corps H est 
inférieure à celle du liquide. 

Le solide M, étant abandonné à l'action de la pesanteur, 
pénétrera verticalement dans la masse liquide, jusqu'à un cer- 
tain niveau oii sa vitesse s'annulera. C'est la position b deU 
fiff.44. 

Puis il remontera à sa position initiale. 

11 décrira ainsi une série d'oscillations verticales, dont l'oiD- 
plitude ira en diminuant à cause des résistances passives, et 
finira par s'arrêter dans la position c, oii il sera en équilibre. 

Soient m la masse du corps solide; p le poids du mètre cube 
du liquide, lequel est supposé liomogéne, V le volume du 
liquide déplacé dans une position quelconque du solide M, et 
y la distance du centre de gravité du poids p V du liquide dé- 
placé au plan horizontal liquide a b. 

Prenons un plan de comparaison tracé à une hauteur quel* 
conque h en contrebas du plan du liquide. 

A l'origine du mouvement, le corps M possède, par rapport 
au plan AB, un certain magasin statique que je désigne par H. 

Au bout du temps (, alors que le corps a pénétré danïfc 
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liquide à une profondeur z, son magasin statique est 

H— mgfz; 
et son magasin dynamique est 

2 \dt) ' 

D'autre part, le liquide déplacé par Timmersion du corps H^ 
se trouTe au bout du temps t répandu sur toute la surface du 
résenroir liquide, et sur une épaisseur que je puis considérer 
comme inlSniment petite, si le réservoir est lui-même de dimen- 
sions indéfinies. 

Le magasin statique du liquide se trouve donc en réalité 
augmenté de la quantité 

au bout du temps t. 

Par suite de l'immersion successive du solide M, la masse 

liquide prend un mouvement, et acquiert par conséquent un 

magasin dynamique, dont je désigne la valeur au bout du 

temps ty par 

D. 

L'équation de la conservation du travail sera donc 

Soit en réduisant 

(0 mff.=pVî,+^(g)VD. 

le désigne maintenant par z^, y^ et V^ les valeurs de z^ y et 
T correspondantes à la position extrême 6 de la flg. 44# où la 
vitesse du corps solide H s'annule^ ainsi que le magasin dyna- 
mique D. 
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J'aurai alors 




(2) 


mgz, = p V, y, 



Cette équation servira à déterminer la profondeur maximum 
à laquelle le corps H pénétrera dans le liquide. J'y reviendrai 
dans un instant. 

Je diflérencie maintenant Téquation (i), ce qui me donne 

(3) fny(f2=p(Vdy+ydV) + m^d2-f- dD. 

Four les valeurs z^y y^ et Yo correspondantes à la position 
d^équilibre, ^ et dD s'annulent. 
On a donC; dans la position d'équilibre (c), {fig. 44) 

(4) mgdz, = p (\ody^ -hy^d \^); 

d^o» ^Vo 6^ ^^ê é^^t les variations infiniment petites des 
quantités Zf^y y^ et Y^ correspondantes à la position d'équilibre. 
Or, la théorie des centres de gravité nous donne, en pre- 
nant les moments par rapport au plan liquide ab 



îùdz 



(5) (Yo-f-ù)dZo)(yo-^dy.)=Vo(yo+d:?o) 

en faisant d Yo=:ù)dzo, ce qui est permis, si la section, à fleur 
du liquide, (o du corps M ne varie pas brusquement. 

Cette, équation (5) devient après réductions et suppression 
des infiniments petits du second ordre 

(6) Yodj2o = Yodyo+wyorf^o=Vodyo-i-yodY, 

En la combinant avec Téquation (4), j'obtiens finalement 
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soit 

ce qui e$i Veœpre$$ion analytiqtie du principe d'Archimède. 

Paul. — Voici eflrectivemeDt une démonstration nouvelle et 
purement mécanique d'une loi considérée jusqu'à ce jour 
comme appartenant au domaine de la physique. 

Emile. — Je reviens maintenant à Téquation (2) qui donne la 
profondeur maximum Zi, à laquelle le corps pénètre dans le 
liquide en partant de la surface horizontale ab. 

n ne sera pas sans intérêt d'en faire quelques applications à 
des solides homogènes de formes diverses. 

Deux cas peuvent se présenter suivant que le corps solide H 
sera submergé en partie ou totalement. 

Je désigne par h la hauteur du solide M mesurée sur la ver- 
ticale passant par son centre de gravité, et par a la distance du 
centre de gravité du volume V^ du liquide déplacé, au moment 
où le corps solide disparaît sous la surface liquide^ au plan 
liquide ab. 

Quand le corps solide sera complètement submergé sur toute 
sa hauteur h, on aura z^ = h. 

S'il s'enfonce davantage on aura 

Dans le premier cas la formule (2) 
(2) mgz,—^\\y, 

s'appliquera pour toute valeur de Zi comprise entre et h. 
Dans le second cas, il faudra remplacer 

:?! par h -h s, 

et 

yjpar aH-e. 
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La formule (2) deiriendra dans ce cas 

mgf(/i+e) = pV/(a-f-e), 
soit 

Dans cette dernière formule e représente une quantité qii. 
peut être nulle, mais qui ne peut être négative. 

Si 6 est nul, la submersion est complète, et cet effet se pro- 
duira quand Tégalité 

(8) mgh = p\^a 
sera satisfaite* 

Pour toute valeur de m g supérieure à ^-r—y et inférieure àt 

pY^^ 8 sera positif^ et le corps solide descendra à une profon- 
deur plus ou moins grande au-dessous du plan liquide. 

Pour la valeur mg = p V, e sera infini. Ce qui indique que 
dans le cas où le poids du corps solide est égal au poids du. 
liquide qu'il déplace par sa submersion complète^ il s'enfonce 
indéfiniment dans la masse liquide. 

Enfin si m g était supérieur à pY^^ e deviendrait négatif^ ce 
qui ne peut être. 

En effets dans ce cas particulier le travail dynamique du 
corps solide ne s^annule pas^ et la formule (2) n'est plus appli- 
cable- 
Dans le cas d'un solide homogène de densité 8 y la formule (8) 
se réduit à 

(9) 8h = pa. 

C'est la condition nécessaire pour qu'un corps solide hoîM- 
gène y posé à la surface d*un liquide y dans une situation d'éqiù- 
libre stable ou instable, et abandonné à lui-mêmey disparais^, 
complètement dans la masse liquide.. 



HYDRODYNAMIQUE. 207 

Si ce liquide est de Teau , nous aurons sensiblement 

p=i,oookil. 
et 

Cio) & = i,ooox^- 

I 

• 

En appliquant cette dernière formule (lo) à des solides homo- 
gènes de forme diverse^ on troiive les résultats suivants : 

Prisme vertical ^=5oo]f 

Cône vertical le (sommet en haut) ^=750; 

Cône vertical le (sommet en bas) ^=25o; 

Sphère J=5oo; 

Cylindre horizontal 8 = 5oo ; 

Prisme triangulaire horizontal à section équi- 

latérale (le sommet en haut) ^=666.67; 

— (le sommet en bas) 8 = 333.33; 

Ellipsoïde, dont l'un des trois axes est vertical 8 = 5oo.oo. 

Je ne m'étendrai pas davantage sur cette question. 

Je me propose maintenant d^appliquer le principe de la con- 
servation du travail à la détermination de la vitesse d^une veine 
liquide sortant d'un réservoir. 

Paul. — Il s'agit alors de la formule de Toricelli 

dont Poisson et Navier ont donné des démonstrations basées 
sar la fanieuse hypothèse du parallélisme des tranches. 

Emile. — Précisément. VIHs allez voir que la question se 
simplifle considérablement, quand on se base tout simplement 
sur le principe de la transformation du travail. 

ITne masse liquide contenue dans un vase R, de forme quel- 
conque, s'écoule par un oriflce a supposé très-petit par rapport 
à la section moyenne du vase. 
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Prenons pour plan de comparaison le plan horizonhl A 
passant par le centre de l'orifice de sortie a. 
Au bout d'un temps quelconque (, le nÎTeauMNdela mass 




liquide, allant sans cesse en s'abaissant, sera parvenu à une 
liauteiir :: au -dessus du plan A B. 

Désignons par u la section horizontale du vase correspon- 
dante à celle hauteur s, et V la vitesse de sortie du liquide par 
l'orifice a, au moment où la hauteur de chute est précisément 
égale à z. 

"Examinons ce qui va se passer, au point de vue de la trans- 
formation du travail, pendant l'instant dt. 

Remarquons d'abord que la pression atmosphérique exerce 
une influence sur l'êcoutemenl que nous considérons. 

Son action sur la surface supérieure MN tend à accélérer le 
mouvement, tandis que celle qu'elle exerce sur l'orifice de sor- 
tie a lend au contraire â le relarder. 

Or, ces deux actions ne sont pas égales, La seconde domine 
la première, et la diCérence croît avec la hauteur de chutes. 

Dans l'analjse qui va suivre, je négligerai celte différence 
de la pression atmosphérique. Cela reviendra à supposerque 
l'appareil fonctionne dans le vide. 
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Ad bout du temps t, nous avons trois quantités de travail à 
considérer : 

i"^ Le magasin statique de la masse liquide contenue dans le 
Tase entre les plans horizontaux HN et AB; 

2* Le magasin dynamique intérieur de cette masse liquide ; 

S"" Le magasin dynamique de la partie du liquide sortie du 
vase, à l'état de veine, par Torifice a. 

Pendant l'instant dt, le magasin statique subit une diminu- 
tion dont la valeur est 

p(ùzdz 

p désignant le poids du mètre cube du liquide. 

Le magasin dynamique intérieur subit également une dimi- 
nution, la masse en mouvement étant réduite de la quantité 

. Cette diminution a pour valeur 

g 

~2r\di)'' 

Par contre, le magasin dynamique extérieur éprouve une 
augmentation qui est précisément égale à la force vive acquise 

par la masse liquide infiniment petite , laquelle est sortie 

du vase avec la vitesse V. 
Cette augmentation de travail dynamique a donc pour valeur 

D'après le grand principe de la conservation du travail^ le 
gain doit compenser la perte. 
J'écris donc 

II) o(ùzdz + ^ -ftI =^ ' V*. 

44 
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Désignons actuellement par a la section de Torifice a, ou plasr 
exactement la section de la veine liquide au moment où elle 
franchit Torifice de sortie avec la vitesse Y. 

Si nous supposons le liquide, que nous expérimentons^ par- 
faitement incompressible^ la densité p restera la même sur la 
tranche H N et à Torifice a, et nous aurons 

(ùdz = ccYdt 

soit 

/ \ dz ce 

(12) — =:V-. 

^ ' dt io 

d% 

En reportant cette valeur de -tt dans l'équation (i i), on en 
tire^ après réductions, 

(i3) V3 = -'^'' 






£t, si la section a, de Torifice de sortie^ est assez petite, par 
rapport à la section co du vase, pour pouvoir négliger le quarré 

-5, on aura finalement 

(i4) V'=:25S, 

ce qui est la formule de Toricelli. 

Paul. — ^Votre déraonstralion a un grand mérite à mes yeux: 
c^est celui de la simplicité. Tout le monde la comprendra, parce 
qu'elle est pour ainsi dire élémentaire. 

Je remarque que votre formule (i3) est identique avec celle 
que rillustre Poisson déduit de l'hypothèse du parallélisme des 
tranches par un calcul savant mais très-compliqué (i). 

Cette coïncidence me paraît remarquable. 



(*) Poisson, Traité de Mécanique» 2' volume, page 730. 
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Emile. — Elle ne deYrait pas œpendant yous surprendre^ 
:;ar Poisson a basé en définitive son analyse sur le principe de 
i'Alembert. 

Le pointdedépartdes deux démonstrations est donc le même. 

Paul. — Quoi qu'il en soit, il ne faut pas considérer la for- 
mule de Toricelli comme un résultat purement mathématique^ 

Elle comporte deux causes d'erreurs. 

La première proYient de ce que dans un écoulement de 
liquide à Tair libre^ la pression atmosphérique n'est pas la 
même au sommet du réserYoir et à rorifice d'écoulement. 
Cette erreur est du reste peu sensible pour des hauteurs de 
chute telles que celles qu'on utilise dans la pratique. 

La seconde cause d'erreurs provient de ce que le rapport — 

des quarrés des sections du réservoir et de l'orifice de sortie 
n'est jamais en pratique une quantité infiniment petite. 
Concluons donc de là que la formule de Toricelli 



se rapprochera d'autant plus des résultats de l'expérience que 
la hauteur de chute h sera moins grande, et que la section de 
l'orifice de sortie sera plus petite par rapport à la section à 
fleur de liquide du réservoir. 

Emile. — Je partage complètement votre avis. La formule 
de Toricelli ne serait rigoureusement exacte que dans le cas 
d'une pression atmosphérique nulle et d'un réservoir d'une 
grandeur indéfinie. 

C'est une formule pratique extrêmement simple, et par cela 
même très-remarquable, dont les écarts sont en définitive très- 
peu sensibles, et qui rend les plus grands services dans les nom- 
' breuses applications que nous faisons chaque jour pour l'amé- 
nagement et la distribution des eaux. 
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Cette dernière équation nous indique que la vitesse de la 
colonne oscillante s'annule pour 

En la différentiant et en annulant ^^ on trouve pour la posi- 
tion d'équilibre 

5=0, 

Si donc^ nous désignons par t^ le temps que la colonne li- 
quide emploie pour passer d'une position extrême à la position 
d'équilibre^ nous aurons : 

Le temps T d'une oscillation complète sera : 
(18) T=4ï, = 2irl/^- 

Ce qui nous indique que ce système liquide oscillant^ sorte 
de pendule hydraulique bien connu des opérateurs sous le nom 
de niveau d'eau , fonctionne théoriquement comme un pen- 
dule simple dont la longueur serait -, c'est-à-dire moitié de 

la longueur développée de la colonne liquide. 

Paul. — Ce résultat me paraît nouveau, et en tout cas très- 
intéressant. 

Il démontre l'isochronisme des oscillations d'un siphon 
liquide à branches verticales. 

Il prouve en outre que l'isochronisme de ces oscillations est 
indépendant de l'amplitude 2 A de Toscillation, pourvu que A 
ne dépasse pas la hauteur des branches verticales. 
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J'annulerai également^ par hypothèse^ suivant l'usage adopté 
en mécanique rationnelle, le frottement du liquide sur les 
parois des branches du siphon. 

Le problème étant posé dans ces conditions, soient : 

1 la longueur développée de la colonne liquide, co sa section 
supposée constante. 

Je prends pour plan de comparaison le niveau a^a". 

Au moment où la hauteur du liquide est 2/kdans la branche 
droite, et dans la branche gauche^ la quantité totale de tra- 
vail du système est à Tétat statique et représentée par 

2p(oA'. 

Â une autre époque quelconque du mouvement^ alors que 
la biauteur du liquide^ au-dessus du plan de comparaison, est 
h-i-z dans une branche et par conséquent h — z dans Tautre, 
la quantité totale de travail est représentée : 

i"" Par la somme des magasins statiques 



f (fi - z)' ^ (h + zf \ 



2° Par le magasin dynamique 



29 



($) 



L'équation des magasins de travail est donc 

' 2 22^ \dtj 

On en tire immédiatement 

<■«' (af)"= t' "■ - '•>■ 
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La compression des gaz permanents. 



Théorie nouvelle de la compression des gaz permanents. — Démonstra- 
tion mécanique de la loi de Mariotte. Sa définition actuelle est incom- 
plète. — Simplification de la formule de Laplace et Poisson. — Le 
rapport des deux chaleurs spécifiques des gaz est égal au nombre 2. 
— Valeur du magasin calorifique dû à la compression d*un gaz.— 
Valeur de la capacité calorifique des gaz à volume constant. — 
Désaccord marqué avec les expériences. 

Emile.— Je me propose de tous soumettre aujourd'hui une 
nouvelle théorie de la compression des gaz^ basée sur le grand 
principe de la conservation du travail. 



Fig. 47. 
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Un gaz quelconque^ mais supposé parfaitement élastique^ 
est contenu dans le cylindre horizontal ÀB^ de longueur \ 
fermé en B par un fond fixe et en Â par un piston oîb dont la 
masse est nulle par hypothèse. . 

Ce gaz est à la température de Tair ambiant. Il est en outre 
à la pression atmosphérique xs^ de telle sorte que le piston 
mobile àb reste en équilibre. 

J'attache au centre du disque ah un cordon horizontal; 
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supposé impondérable et ioexleasible. je lui fais traverser le 
fond fixe B, et je l'enroule sur une poulie K. 

Je suppose maintenant que le vide existe en A, et pour em- 
pêcher le gaz prisonnier de se détendre en refoulant le piston 
ab, j'attache à l'extrémité du cordon enroulé sur la poulie K, 
un poids égal au produit de la pression a par la section du 
cylindre, soit, pour plus de simplicité, un poids égal à is, 
en admettant que la section du cylindre soit d'un mètre 
quarré. 

11 est évident que dans ces nouvelles conditions la masse 
gazeuse continuera à se maintenir en équilibre. 

J'ajoute maintenant au poids a un poids supplémentaire p. 
Que va-t-il se passer? 

Le poids p + ci descendra en enlroînant le piston ab. Le gaz 
sera comprimé. 

Il est évident d priori que le piston ab n'arrivera pas jus- 
qu'au fond du cylindre. 

Sa vitesse s'annulera quand il aura parcouru une certaine 
dislance x,. 

Puis, par suite de la réaction du gaz comprimé, le piston ab 
sera ramené à sa position initiale. 

n va donc se produire un mouvement alternatif. 

Nous considérons ici le jeu d'un appareil essentiellement 
'théorique, dans lequel le piston ab est supposé dépourvu de 
masse, complètement étancbe et glissant sans aucun frotte- 
ment sur ]a paroi intérieure du cylindre; dans lequel le cor- 
don qui mène le piston ab est dépourvu de masse et d'élasti- 
cité ; dans lequel la poulie K tourne sans frottement sur son 
axe ; dans lequel enfin le gaz comprimé est censé conserver 
toute la chaleur développée par la compression, sans aucune 
perte par radiation. 

U^^ppareil est impossible à réaliser en pratique. Hais il 
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peut servir de base à l'établissement d'un calcul de Mécanique 
rationnelle. 

Je vais d'abord estimer la quantité de travail existante dans 
le système à l'origine du mouvement. 

J'estimerai ensuite la quantité de travail à l'époque où la 
vitesse du piston s'annule. 

Puis en égalant entre elles ces deux quantités de travail^ 
conformément à notre grand Principe, j'obtiendrai une équa- 
tion qui sera la base de la véritable théorie de la compression 
des gaz. 

Paul. — Votre raisonnement me paraît inattaquable. Hais la 
question est de savoir si vous parviendrez à évaluer exactement 
le travail dans ses diverses transformations. 

Emile. — Vous allez en juger vous-même. 

A l'origine du mouvement je constate dans le système les 
quantités de travail suivantes : i^ Magasin statique du poids 
p + 17, par rapport à un plan de comparaison quelconque 

2» Magasin élastique du gaz contenu dans le cylindre de 
longueur >. (voir le dialogue n» 4)> 

Je considère maintenant l'instant où la vitesse du poids 
p-hrs s'annule, et je constate les quantités de travail suivantes: 
i^ Magasin statique du poids p-hrs, 

20 Magasin élastique de la masse gazeuse que j'estime, comme 
si elle avait conservé sa température primitive, et que je dé- 
signe par E; 

3^ Magasin calorifique, dû à la compression du gaz^ que je 
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suppose entièrement conservé dans la masse gazeuse, et que 
je désigne par Q. 

Je n'ai pas à tenir compte ici de la yariation du magasin 
statique gazeux, puisque le centre de gravité de la masse 
gazeuse se meut horizontalement. 

Je pose donC; conformément au principe de la conservation 
du travail 

(p-|-a)A-|-tj>.= (p-hT7)(A— a?j)-l-E-f-û. 

Soit après réductions 
(i) (p4-^)^i — Q=E— tjX. 

Le magasin calorifique Q est dû à l'annulation de la force 
vive du poids p -ha. Cette transformation particulière du tra- 
vail forme la base de la Théorie mécanique de la chaleur. 

Cette force vive annulée est égale à 

4 

en désignant par Y la vitesse qu'eût acquise le poids p + 1?, 
après avoir parcouru l'espace vertical a?^ , s'il fût tombé libre- 
ment. 
Nous avons donc : 

(2) V=2gx.; et £±Hv.= (p+n)aJ.=Q. 

y 

En reportant cette valeur de Q dans l'équation (i), elle se 
réduit à 

;3) E = xs'k, 

:6 qui nous indique que le magasin élastique E dû simple? 
ment au changement de volume du gaz comprimé et non 
iehauffé^ est une quantité constance . 



S90 niALOGL'E y IS. 

Admettez-vous ce premier résultat? 

Paul. — Certainement, C'est la conséqueace forcée et im- 
médiate de !a combinaison du Principe de la conservation du 
travail et du Principe fondamental de la Tbéorie mécanique 
de la chaleur. 

Je comprends parfaitement ce résultat très-net et très- 
simple. 

11 signifie que la quantité de travail élastique absolu, c'est-à- 
dire par rapport au vide, d'une masse gazeuse, supposée par- 
faitement élastique, reste invariable quelque soit le degré de 
compression du gaz, pourvu que sa température ne change pas. 

Cette quantité de travail ne peut donc varier que par l'addi- 
tion ou ia soustraction d'une certaine quantité de chaleur. 

Emile. — Nous voici d'accord. Mais il est essentiel d'ajouter 
que l'équation (3) qui exprime l'invariabilité du travail de la 
masse p;azeuse, n'est mathématiquement exacte qu'à la con- 
dilioo essentielle que la pression atmosphérique a resie con- 
ôlante pendant le mouvement alternatif provoqué par l'addition 
du poids p. Il est évident en effet que si le poids tj éprouvait 
une variation pendant le mouvement alternatif que nous con- 
sidérons, l'équation fondamentale (i) et l'équation (3) qui s'en 
déduit, cesseraient d'être exactes. 

Cette remarque est de la plus haute importance ; car, ainsi 
que vous l'avez sans doute déjà pressenti, l'équation (3) n'est 
autre que l'expression analytique de la loi deMariotte. 

£n effet, le magasin élastique E a pour valeur 



E = P"Ck-x,] 



en désignant par P^' la pression absolue du gaz non échauffé. 

Or, cette pression absolue n'est autre que le poids p -f- a qui 

maintiendrait en équilibre la masse gazeuse sur la longueur 
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>. — Xiy si cette masse n'était pas échauffée par la compression^ 
et si par suite sa pression n'était pas augmentée. 
On a donc finalement 

* 

(4) E={p-hT3)Çk—x,) = u'k. 

Ayec un poids additionnel différent p^, et une hauteur de 
chute x^ , tj conservant toujours la même valeur, on obtien-. 
drait de mime 

(5) (p,-M7)(>.— a:,) = tjX=z=(p-hcy)(>.— a?t). 

Donc^ à légalité de température^ les pressions absolues d'une 
même masse gazeuse sont entre elles en raison inverse des vo- 
lumes qu'elles occupent^ ou^ ce qui revient au même en raison 
directe des densités , la pression atmosphérique restant 

CONSTANTE. 

Ce qui est la définition de la loi de Hariotte, avec cette addi- 
tion indispensable. 

Paul. — Je ne vois aucune objection à opposer à votre 
analyse. 

Elle fait rentrer la loi de Mariotte dans le domaine de la 
Mécanique auquel elle appartient de droite comme Tune des 
plus belles expressions du grand Principe de la conservation 
du travail. 

Je comprends parfaitement votre réserve au point de vue de 
l'invariabilité de la pression atmosphérique. 

La loi de Mariotte ne peut conserver son caractère mathéma- 
tique qu'à la condition que la pression atmosphérique restera 
constante pendant le changement de volume du gaz. Elle ne 
subsiste donc rigoureusement que dans le cas d'une compres- 
sien horizontale. 

Emile. — Sans aucun doute. Et ceci suffit pour expliquer 
en principe les petites différences constatées par d'illustres et 
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habiles Physiciens^ dans des expérience de jcampression verii^ 
cale^ faites en vue de vérifier la loi de Mariotte. 

Hais revenons à la discussion de notre équation (i). 

Nous venons de reconnaître qu'elle contient impliciteraea€. 
la loi de Mariotte. 

Nous allons voir qu'elle en contient une autre tout aus&S 
importante. 

La Théorie mécanique de la chaleur nous a fourni une pre — 
mière expression du magasin calorifique Q, savoir 

(2) Q={p-hT3)Xi. 

Le principe de la transformation du travail va nous en don^ — 
ner une seconde. 

Pour que la chaleur qui se développe pendant la compressio 
puisse contribuer à TefTet de réaction qui fait remonter le poidi 
p + tj à sa position primitive, il faut nécessairemept que le tra- 
vail passe de la forme calorifique à la forme élastique^ c'est-à 
dire que le magasin calorifique Q se transforme en un magasi 
élastique. 

Si donc je désigne par q la pression supplémentaire que 1 
gaz acquiert par suite de son échauffement, j'aurai 

(6) Q = g(^-ar,). 

Soit maintenant P la pression totale acquise par le gaz, soi 
à raison de son échaufTement, soit à raison de son changemen 
de volume, j'aurai 

(7) P(k-x,)=E-i-Q!={p-\-q^u)(l^œ,). 

Remplaçons dans cette équation (7) 

(p4-cT)(X— j?,) par uÀ, 
et 

q(k—x,) par {p-i'U)x,/ 

en vertu des équalions (2), (4) et (6). 
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Nous obtiendrons d'abord 

(8) P(X— rc,)=rjA-|-(p+CT)a?,. 

Remplaçons maintenant^ en vertu de Téquation (4)> 

p-\-u par r » 

et nous obtiendrons finalement 

(X — iCi) = rjX-Hr i- = c » 

^ X — a?, A — Xj 

soit 

soit encore^ en désignant par p la densité du gaz comprimé^ 
et par 8 celle du gaz à la pression atmosphérique : 

(10) ^=^(|)'- 

En changeant le poids additionnel p, xs restant constant, on 
obtiendrait de même 



Donc en général 

(12) ^=^'è)*' 



Ainsi : Quand une masse gazeuse change de volume, à la 
suite d'une compression ou d'une détente produite mécanique- 
ment, si la chaleur émise en plus ou en moins, par suite du 
changement d'état, reste acquise au gaz , et si la pression 

ATMOSPHÉRIQUE RESTE CONSTANTE PENDANT LE MOUVEMENT DU GAZ, 

(es pressions totales que prendra la masse gazeuse seront pro- 
portionnelles aux quarrés des densités. 
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Telle est la seconde loi contenue iinplîcilemeatdans l'équa- 
lion fondamentale (i). 

Panl. — Voici en effet un résultat complètement nouveau, 
et qui me cause d'aulant plus de surprise, qu'il est en désac- 
cord avec la formule donnée par Laplace et Poisson, laquelle 
est, comme vous le savez 

y étant le rapport des deux chaleurs spécifiques du gaz à pres~ 
sion constante et à volume constant. 

Pour l'air, la valeur de y est aux environs de i .42, d'après 
les expériences de plusieurs Physiciens distingués. Vous voyez 
que le désaccord n'est pas sans imporlance. 

Emile. — Je ne conteste nullement l'analyse des deux grands 
Géomètres, analyse fondée sur la constance du coefficient -y» 
et complètement indépendante de sa valeur numérique. 

Je ne suis nullement en désaccord avec les Géomètres, mais 
seulement avec les Physiciens. 

En définitive, tout ceci ne prouve qu'une chose, c'est que le 
coefficient 7 est égal à 2. 

Paul. — 11 est vrai que les diverses valeurs que les expé- 
riences fournissent pour ce coefficient, sont loin de s'accorder 
eutre elles. Ces expériences sont elles-mêmes fort difficiles et 
très-discutables. Je remarque même qu'il existe en ce moment 
une tendance prononcée pour l'augmentation de ce rapport y. 
De résents mémoires en portent la valeur j usqu'à i .3o. 

Vous savez d'ailleurs que ce rapport y entre dans la formule, 
de la vitesse de propagation du son dans l'atmosphère, donnée 
par Laplace. 

Il y a même des Physiciens distingués qui, sans doute peu 
satisfaits des méthodes directes employées pour la détermiBa- 
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tion de ce coefficient^ ont cherché à en déterminer la valeur, 
avec l'aide de la formule de Laplace, en mesurant la vitesse 
du son. 

Or^ l'approximation avec laquelle on connaît aujourd'hui 
cette vitesse, est plus que suffisante pour faire rejeter une va- 
leur de y qui atteindrait i.5o, ei à fortiori la valeur 2 que vous 
déduisez de votre théorie. 

Vous voyez donc que, par le fait, vous êles en désaccord, 
non-seulement avec les Physiciens, mais encore avec les Géo- 
mètres, puisque voire théorie aurait pour résultat de détruire 
la formule donnée par Laplace pour la vitesse de propagation 
du son. 

Emile. — En ce qui touche d'abord la vitesse de propagation 
du son dans l'atmosphère, j'aurai bientôt l'occasion de vous 
en donner la véritable valeur théorique basée sur le grand 
principe de la conservation du travail, et notamment sur la 
.formule (12). Vous verrez qu'en procédant ainsi on arrive, 
pour la vitesse du son, à une valeur théorique un peu plus 
grande que celle déduite de l'observation, et que cet écart peu 
sensible et qui s'expliquera, du reste, ne saurait infirmer l'exac- 
titude de cette valeur. 

Je crois devoir vous annoncer ce résultat d'avance pour lever 
des scrupules que je trouve d'ailleurs fort respectables. 

Ensuite, pour vous rassurer complètement sur l'exactitude 
d'une théorie qui dérive naturellement du grand Principe que 
vous n'avez jamais songé à contester, je vais vous soumettre 
une démonstration directe de celle proposition : 

Pour échauffer , d'un certain nombre de degrés, une masse 
gazçuse, parfaitement élastique, à pression constante, il faut 
lui communiquer le double de la chaleur nécessaire pour 
tichauffer, du même nombre de degrés, à volume constant. 

Paul. — Cela revient évidemment à dire que le rapport des 

45 
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deux cbsjeurs spécifiques des gaz parfaitement élastiques est 
égal à 2. 

ÉmilBé — La figure 48 représente un gaz quelconque et 
parfaitement élastique, contenu dans un cylindre vertical de 
hauteur X^ dont le fond Â est fixe. 

Fib'. 48. 



H 



B 



A. ' 




Le gaz est maintenu dans le cylindre par un piston mobile 
B au dessus duquel le vide est supposé exister, et dont le poids 
p sera plus petit ou plus grand que la pression atmosphérique. 
La section du cylindre étant, par hypothèse, d'un mètre 
quarré, le poids p représente la pression absolue du gaz. 

Supposons maintenant que par un moyen quelconque^ on 
introduise dans Tintérieur de la masse gazeuse un magasin 
calorifique Q. 

Ce magasin calorifique se transformera en magasin élas- 
tique, et le piston B sera remonté en B' à la hauteur X + s. 

A ce moment, la vitesse ascendante du piston s'annulera, 
le gaz sera revenu à sa température primitive et le magasin 
calorifique Q aura disparu. 

Le piston B, ne pouvant être maintenu à la hauteur X+e 
par le gaz détendu , redescendra jusqu'à sa position initiale et 
reconstituera le magasin calorifique par Teffet de la compres- 
sion. Le mouvement sera donc alternatif. 



{ 
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A Torigine du mouvement la quantité totale de traTail est la 
suivante : 

i"" magasin statique du piston 

pi; 

1^ magasin élastique du gaz 

pX; 
3o magasin calorifique 

Q. 

Au moment où la vitesse du piston s'annule, le travail se 
compose : 
V du magasin statique du piston 

p{X + 8); 

20 du magasin élastique du gaz 

p/(X-f-e). 

en désignant par p^<p la pression du gaz détendu et refroidi. 
Nous avons donc 

2pX + Q=(pH-p/)(XH-£) 

soit 

(i4) px — p/(X + 6)=pe — Q. 

Or, d'après la théorie mécanique de la chaleur, le magasin 
calorifique Q a dû être intégralement employé à remonter le 
piston. Nous avons donc, séparément 

pX=p/(X-f-£); et = pe, 

ce qui est en concordance avec la loi de Mariotte. 

Si, au lieu de laisser remonter librement le piston B, on 
l'eût maintenu dans sa position par Taddition d'un poids sup- 
plémentaire, la quantité de chaleur Q serait restée acquise au 
gaz, en portant sa température de < à < + 8. 

Mais en fait celte quantité de chaleur a été intégralement 
employée à remonter le piston B d'une hauteur s. 



\ 
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Pour empêcher le piston de redescendre, il faudrait lui com- 
muniquer une seconde quantité de chaleur égale au travail de 
sa chute pe, c'est-à-dire égale à Q. 

Au moyen de cette addition de chaleur^ laquelle se trans- 
formera en magasin élastique^ le piston restera en équilibre 
en B^, car le magasin élastique du gaz détendu sera 

(i5) p'(X+e) + Q = pX-hpe = p(X-^e). 

Le gaz détendu et ainsi réchauffé sera donc revenu à sa pres- 
sion initiale p et à sa température initiale t + 6. 

Ce qui démontre que le rapport des deux chaleurs spéci- 
fiques des gaz est égal au nombre 2. 

Paul.— Votre démonstration suppose implicitement que le 
gaz possède le même pouvoir spécifique pour la chaleur avant 
et après la détente^ puisque vous admettez que la même quan- 
tité de chaleur Q communiquée au gaz^ dans ces deux situa- 
lions différentes^ y déterminera le même excédent de tempéra- 
ture 6. 

Emile. — Pour éviter cette objection, rien n'empêche de 
considérer e comme une quantité très-petite relativement à l. 
La démonstration n'en subsistera pas moins^ attendu qu'elle 
est indépendante de la grandeur de s. 

Paul. — C'est incontestable. 

Ainsi, quand on échauffe un gaz sous pression constante^ il 
faut considérer que la moitié de la chaleur qu'on lui commu- 
nique est employée à soulever le piston, et que Tautre moitié a 
pour effet de l'empêcher de redescendre à sa position primitive. 

C'est un raisonnement très- simple qui découle naturelle- 
ment du principe de la conservation du travail et de la théorie 
mécanique de la chaleur. Plus j'y réfléchis^ plus je m'étonne 
que ce raisonnement n'ait pas encore été produit. 

Emile. — Ainsi vous m'accordez les deux formules fonda- 
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mentales qui se déduisent de la nouvelle théorie de la com- 
pression des gaz que je viens de vous exposer. 

Toutes deux ne sont mathématiquement exactes que dans le 
cas d'une compression horizontale. 

La première est l'expression analytique de la loi de Mariolte. 

Je la mets sous la forme 

p -MJ = (Pi H- cj) £, 

Pi 

p et pi étant les densités du gaz correspondantes aux pressions 
effectives p et p^ 
La seconde 

n'est autre que la formule de Laplace et Poisson, dans laquelle 
le rapport y des deux chaleurs spécifiques est remplacé parle 
nombre 2. 

En voici une troisième qui se déduit également de la nou- 
velle Théorie. 

Nous avons trouvé en commençant, équation (2), pour la 
valeur du magasin calorifique Q dû à la compression du gaz 

or, d'après la formule de Mariolte 

(p-Hny)(X — xi) =njX, 
soit 

r 

{p-+-T3)X, = p'k} 

donc 

(16) Q = pX. 

Ce qui démontre que : le magasin calorifique^ dû à la com^ 
pression d'un gaz permanetUf est précisément égal au magasin 
statique du poids p^ par rapport au fond du cylindre. 

Il est facile de déduire des formules qui précèdent les valeurs 
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comparables suivantes des cinq pressions auxquelles un gaz 
ermanent peut être soumis : 

1° Pression atmosphérique cr =ct /^ * ; 

2^ Pression effective p z= u ,~ ^\J ; 

(17) ( 3» Pression absolue p4-cy=CT ^ ^^' ; 

(A — Xi) 

4° Pression calorifique q=Ts . * ; 

À' 
I 5° Pression totale » H- ni 4- o =Tzr -7; r • 

E étant Téquivalent mécanique de la chaleur, c'est-à-dire le 
nombre de kilogrammètres contenu dans une calorie, et N le 
nombre de calories contenues dans le magasin calorifique Q, 

nous poserons 

a = EN = pX; 
d'où nous tirons 

(18) N=:^. 

On pourrait donc calculer exactement le nombre de calories 
développées par la compression d'un gaz contenu dans un cy- 
lindre horizontal de longueur X, sous Faction d'un poids p, si 
la valeur de E était elle-même parfaitement connue. 

Pour un cylindre d'un mètre de longueur et d'un mètre 
quarré de section, et pour un poids p égal à la pression atmos- 
phérique correspondante à un colonne barométrique de o"'.76, 
soit 10,334s on aura 

/ ^ TVT 10,334 

(19) N=-g~. 

En prenant 4^^ pour la valeur moyenne de E, cette for- 
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mule donne pour le nombre de calories^ résultat de la com- 
pression à une atmosphère effective d'un mètre cube de gaz 
mesuré sous pression atmosphérique 

/ ^T 10,334 / O 

(20J N = -~^=: 24.32. 

Revenons maintenant à l'appareil de la fig. 48. 

Supposons que le cylindre ait un mètre de longueur, un 
mètre quarré de section, et soit disposé horizontalement^ 
comme dans la fig. 47. 

U est rempli d'un gaz quelconque parfaitement élastique, à 
la température ty et supportant un piston quelconque p. 

Je lui communique un magasin calorifique 2Q calculé de 
façon à ce que le gaz conserve, après la délente, un excédent 
de température d'un degré centigrade. 

Nous savons d'avance que, d'après la loi découverte par 
Gay-Lussac,la hauteur £, dont le piston sera soulevé, sera égale 
au coefficient de dilatation constant 

a = 0.0 G 357, 

nous aurons donc d'une part 

Q = pcc 
et d'autre part 

p étant le poids du mètre cube de gaz mesuré sous la pression 
absolue p^et c la chaleur spécifique du gaz à volume constant. 
Nous en tirons l'égalité 

(21) EpCTizpa. 

Le gaz étant supposé parfaitement élastique, suivra exac- 
tement la loi de Mariotte, dans les conditions où il est placé. 
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Je puis donc remplacer dans l'équation précédente le piston 
p par la pression atmosphérique ambiante cr, et la densité p 
pir la densité 8 correspondante à la pression q et à la tem- 
)M}rature t. 

J'obtiendrai ainsi 

(22) Ec^=cyan. 

Supposons le baromètre à o%76, nous aurons 

tj = 10.334^. 

Et comme a est constant pour tous les gaz et égal à 0^00867, 
nous aurons finalement 

(23) £0^ = 37.926. 

Ainsi la théorie nous démontre que : pour un gaz quel- 
conque^ parfaitement élastique et supportant un piston atmos* 
phérique de iOj334 kil. par mètre quarré, le produit de Véqui- 
valent mécanique de la chaleur par la densité et par la chaleur 
spécifique à volume constant, est une quantité constante, et 
égale à 37.926. 

Paul. — Permettez -moi de vérifier Jusqu'à quel point ce 
résultat de votre théorie concorde avec les données qui ont 
cours aujourd'hui. 

(*) Cette formule donne 

ZSOL 

' = ¥$' 

En la comparant à la formule 

rzra 
' ES 

{c^ capacité calorifique à pression constante) qui est donnée dans les 
traités de Thermo-dynamique de MM. Hirn et Combes, on retrouve 



l'égalité 



soil 



^1— c = c, 



ii = .. 
c 
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Supposons qu'il s'agisse de Fair à la température o® et à la 
pression mercurielle de o."76. 
Nous aurons d'abord, d'après les expériences de H.RegnauIt 

Prenons maintenant pour E la valeur moyenne de 4^5^ et 
nous déduirons de votre formule (23) 

Ce serait la valeur de la chaleur spédfique de Fair à volume 

constant. 

Celle de Tair à pression constante serait donc^ d'après votre 

théorie 

0.1 38. 

Or^ vous savez que les expériences de Laroche et Bérard 

donnent 

0.267. 

Le désaccord est donc aux environs du simple au double. 

Comment expliquez-vous une différence aussi grande ? 

Emile. — Je ne chercherai même pas à l'expliquer. Ce se- 
rait entrer dans un genre de controverse que je tiens à éviter 
avant tout. 

Je me borne donc à vous soumettre les résultats qui se dé- 
duisent de la théorie que je vous ai exposée aujourd'hui^ me 
réservant^ bien entendu, de répondre aux objections qui 
pourront m'ètre faites. 

Je vous propose d'en rester là pour aujourd'hui, et de re- 
mettre à notre prochaine séance la suite de cette question qui 
est loin d'être épuisée. 
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La détente des gaz permanents. 



Théorie de la détente des gaz permanents. On considère trois cas diffé- 
rents. -— Calcul du froid thermométrique provenant de la détente en 
vase clos. — Maximum de ce froid. -- Il correspond à l'annulation de 

la pression. — Sa valeur est le o absolu, soit - = 272". 5. — Détermi- 

oc 

nation de la vitesse d'un gaz comprimé à la sortie d'un récipient 
entretenu à pression constante. — Limitation de cette vitesse dans le 
cas où le gaz a perdu toute la chaleur de compression. — Discussion 
de la formule de Navier. — Son inexactitude. — Calcul du froid ther- 
mométrique provenant de la détente d'un gaz à l'air libre. — Sa va- 
leur est la môme que pour la détente en vase clos. 

Emile. — Nous a^ons analysé, dans notre précédent dia- 
logue^ le phénomène de la compression des gaz. Nous allons 
considérer maintenant le phénomène inverse, celui de la 
détente. 

Reportons-nous à notre appareil de la fig. 47, et examinons 
comment le travail va se transformer pendant le mouvement 
de recul du piston ab. 

Au moment où ce piston est parvenu à la limite de sa pre- 
mière course, nous constatons dans le système les quantités de 
travail suivantes : 

i"" Magasin statique du poids p + ci par rapport à un pian de 
comparaison tracé à X — a?i en contre-bas de sa position 

(p-hTs) (X — a:,). 
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?.o Magasin élastique total du gaz comprimé et échauffe 

Désignons maintenant par V la hauteur à laquelle le poids 
p+t7 sera remonté au-dessus du plan de comparaison. 

Au moment où la vitesse verticale de ce poids s'annulera 
pour la seconde fois, le système possédera la quantité de tra- 
vail suivante : 

.1^ Magasin statique du poids p+cj 

(p+u) V, 
20 Magasin élastique total du gaz détendu et refroidi 

en indiquant par zs^ la pression totale du gaz^ nous avons 
donc réquation 

(i) 2 (p-4-CT) {'k — Xi)-\-q (X— a:0 = (p-t-tT)X^4-tT'X'. 

Hais^ diaprés la théorie mécanique de la chaleur, le magasin 
calorifique Q=q (X — œ^) a été totalement employé à remon- 
ter le poidsp+trà la hauteur X^ — l-hXi. Nous pouvons donc 

poser 

(2) g(X— a7j=(p-hny)(X/— X-ha:i). 

La combinaison des équations (i) et (2) nous donne en fai- 
sant^ conformément à la loi de Mariotte 

(3) uX==CT''X'. 

Mais nous savons déjà que le magasin calorifique Q = 9 (X—orj) 
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a aussi pour valeur : 

ce qui démontre que V =X, et que par conséquent 



tj=tj'» 



Ainsi donc le piston ab sera ramené par ï effet de la détente 
à sa position initiale. 

Paul. — Ce résultat était pour ainsi dire prévu d'avance. 

Emile. — Quoiqu'il en soit, j'ai préféré en donner une dé-^ 
monstration directe, pour aller au devant des objections. 

Je vais maintenant considérer un second cas. 

Je vais supposer qu'au moment même où le piston ab com- 
mence son mouvement de recul, on supprime instantanément 
le poids p. 

Le gaz se détendra alors en soulevant un poids réduit au 
piston atmosphérique w. Ce piston sera remonté à une hau- 
teur supplémentaire y ; et la pression totale du gaz détendu 
et refroidi sera cj^ <cr, au moment où sa vitesse s'annulera. 

Je pourrais poser ici Péquation du travail transformé^ 
comme dans le cas précédent ; mais j'arriverai plus rapide- 
ment au calcul de y et de us' en raisonnant comme il suit. 

Il est clair d'une part que le magasin calorifique Q est entiè- 
rement employé à remonter le poids tj à la hauteur y+iCi, et 
d'autre part que le gaz détendu à la pression xs^ est revenu à 
sa température initiale, puisque le magasin calorifique a entiè- 
rement disparu. Je pose donc 

(4) Q=q{\^Xi)=:{p-h^)oc, = ^-^^=zxs{y -hx^). 
et 

(5) cr/(X4-y) = cjX 

conformément à la loi de Mariotte. 



f 
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Je tire de ces deux équations 

(6) y=^-El_, 

et 

(7) TS= ^ 



X(X— irO-harJ 



Je considère enfin le cas habituel de la détente, c'est-à-dire 
celui où le gaz comprimé a perdu toute sa chaleur de compres- 
sion et se trouve ainsi ramené à la température qu'il avait 
avant la compression. 

Supposons donc que dans l'appareil de la fig. fy]y le gaz soit 
maintenu en équilibre sur la longueur X — x^^ par le poids 
pH-tj, et que la température soit égale à L 

Enlevons instantanément le poids additionnel p. Que va-t-il 
se passer ? 

Le gaz se détendra en refoulant le piston ah retenu seule- 
ment par le poids xs. Il se refroidira par Teffet de la détente. 

Soit X^ la longueur qu'il occupera dans le cylindre horizontal^ 
au moment où la vitesse du piston a 6 s'annulera^ et xs' la pres- 
sion totale du gaz à ce moment. 

Il est facile de voir que l'équation fournie dans ce cas par le 
principe de la conservation du travail est la suivante 

(8) (p4-n) (X~a:J-|-tj(X-.xJ=(CT-|-CTO>^': 

Dans son mouvement de détente le gaz a perdu un certain 
magasin calorifique Q, qui a été employé à remonter le poids t7 
à la hauteur X^ — X + a?i. Je pose donc d'abord 

Je remarque ensuite que la disparition du magasin calori- 
ûqvie Q a eu pour eftet de réduire la pression finale du gaz de 
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u à Ts^y en d'autres termes que le magasin calorifique Q a éga- 
lement pour valeur 

(lo) Û==(cy— uO>^'. 

J'ai donc 

soit, en réduisant, ^ 

(il) XS^\' = X3{l^Xi). 

En reportant cette valeur de u^W dans Téquation (8), j'ob- 
tiens finalement 

(12) cjX' = (p +cj) (X— a?j)=CTX; 

ce qui nous indique queX/=X, et que le piston ab sera ra- 
mené à sa position initiale. 
L'équation (i i) nous donne alors pour la valeur de ts^ 

(i3) n^ = t7 ~ S 

et l'équation (9) 

(i4) Q = njar,. 

Remplaçons enfin dans l'équation (i3) 

(p + cy)(X — X,) _ 



A 



Ts par 
et nous aurons 

{^10) T3 — — . 

Nous retrouvons ainsi la toi de proportionnalité dés pressions 
totales aux quarrés des densités, c'est-à-dire la formule (12) de 
notre précédent dialogue. 

L'équation (i4) va vous permettre maintenant de calculer 
l'abaissement de température que subit un gaz qui se détend 
en repoussant son piston atmosphérique. 
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Pour plus de simplicité supposons la température t du gaz 
égale à o% et la longueur X du cylindre, qui le contient sous 
la pression atmeophérique t7, égale à i mètre. La section de 
ce cylindre étant d'un mètre quarré^ le calcul que je vais vous 
soumettre s'appliquera à un mètre cube de gaz mesuré sous 
la pression atmosphérique. 

Nous avons d'une part (formule i4) 

et, d'autre part, 

(i6) Q = E^c8, 

en désignant par 8 la densité du gaz sous pression atmosphé- 
rique, parc sa chaleur spécifique sous volume constant, et par 
l'abaissement de la température résultat de la détente. 

Paul. — Mais il me semble que vous raisonnez ici comme 
si le gaz s'était refroidi sous volume constant, tandis que son 
volume a-varié pendant le refroidissement. 

Emile. — Le raisonnement que je fais est en réalité celui-ci : 
Pour maintenir le piston atmosphérique, refoulé par la détente 
du gaz, dans la position extrême où il parvient, il faudrait 
communiquer à la masse gazeuse un magasin calorifique égal 
à celui qu'elle a perdu et dont la valeur est T3x^. Or, ce maga- 
sin calorifique étant communiqué au gaz au moment où il est 
détendu sur la longueur X= i mètre, et où sa densité est égale 
à ^, serait introduit souà volume constant. Sa valeur est donc 
bien celle de la formule (i6). 

J'aurai donc en définitive, pour calculer 6, la formule 



Cette valeur de G croît avec xi ; mais elle ne peut pas deve- 
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le iittTÎmnm de x, cstroHté, ce qm cor- 

promo efledÎTe p infiaie. 
lesIdoDcégal à 

«jr. BOCB XToos tiDuré dans notre diak^ue n* i5. éqnalîoa 





• ac 0.00J07 ' 

Xiosi, la théorie dous démontre qae k maximum du frmd 
de la détente d'un gaz qui refoule son pisUm aimas- 
% est précisément égal, en nombre absolu de degrés tker- 
firiques, à réchauffement qu'il faudrait lui communiquer 
doubler son tolume sous pression constante, d'après la 
iti de Gay-Lussac. 

Fui. — Voici un résultat nouveau qui surprend an premier 
iltord. 

Cependant, en y réfléchissant^ il s'explique parfaitement, 
iki^nnstant qu'on admet que le rapport des deux chaleurs spé- 
<;âi4ues est égal à 2. 

C]9i eflèt, pour doubler la longueur d'un gaz contenu dans 
4tt:c^tiDdre d'un mètre de longueur, et d'un mètre quarré de 
^iKtMQ> alors qu'il supporte la pression atmosphérique^ il faut 
IHâ cMtununiquer un magasin calorifique égal à 2gj. La moi- 
iM $mL employée à refouler le piston à la distance i^ et l'autre 
LiMli^ restant acquise au gaz empêchera le piston de revenir 
ou *irrKre> et élèvera la température de la masse gazeuse d'un 
iKïttàbct^ Jte degrés égal à 

a ' 
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Si nous supposons maintenant ce même gaz indciiniment 
comprimé au fond du cylindre^ et ayant perdu toute sa chaleur 
de compression^ il y occupera une longueur infiniment petite 
I — x^. Quand il se détendra en soulevant le piston atmosphé- 
rique T3, il abandonnera un magasin calorifique égal à xsxiy 
c^est-à-dire à xs, puisque i — a;, est infiniment petit. Son abais- 
sement de température sera donc précisément égal à Téléva- 

lion constatée dans le premier cas^ c'est-à-dire à — 

Emile. — Reportons-nous maintenant à la formule (i3) 
Ts'zizxs — r—* qui donne la pression ty^ du gaz qui s'est dé- 
tendu et refroidi en refoulant son piston atmosphérique sur la 
distance Xi. 

Dans le cas d'une compression ind^nie^ nous avons 
X — Xi'=.Oj et par suite 
(20) xs'^zo, 

ce qui nous indique que la pression s'annule pour le refroidis- 
sement maximum. 

60 = — 272^5. 

Paul. — Ce résultat est connu. Vous le Irouvex'ez dans la 
théorie mécanique de la chaleur de M. Combes et dans celle 
de M. G. Hirn. 

La température — 272^.50 y est qualifiée de absolu^ pré- 
cisément à cause de l'annulation de la pression des gaz perma- 
nents à cette température. 

Emile. — Je me propose maintenantde déterminer la vitesse 
que prend un gaz comprimé quand il sort d'unNrécipient entre- 
tenu à pression constante. 

Pour plus de simplicité je suppose le récipient de forme 
prismatique, d'une section d'un mètre quarré^ et disposé hori- 
zontalement^ comme le représente la fig. 49* 

46 
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Un piston mobile ab retenu, comme dans la fig. 47, par un 
poids p, glisse dans la direction AB, au fur et à mesure que le 
gaz e' écoule par le petit orifice 0, et maintient la pression dn 
gaz constante. 




Dans cet appareil la pression atmosphérique exerçant, en 
même temps et au même niveau, soa effet sur le piston 06 et 
sur l'orifice de sortie, je n'aurai point à en tenir compte, dans 
le calcul de la vitesse de sortie du gaz. Le poids p représente 
alors la pression eflecllve du gaz comprimé. 

Le gaz étant à ia température t dans le récipient et à l'ori- 
gine de l'écoulement, il n'y a aucune raison pour que celte 
température tarie pendant l'écoulement, puisque la pression 
est entretenue constante, etqu'il ne peut se produire dans l'ap- 
pareil ni surpression ni détente. 

Il n'y a également aucune raison pour que la vitesse de sor- 
tie du gaz et la vitesse verticale du poids }) changent pendant 
la durée de l'écoulement. 

Ces préliminaires établis, il s'agit de déterminer la vitesseV 
du gaz à son passage par l'orilice 0. 

Considérons ce qui va su passer pendant l'instant dt, alors 
quele piston ab est parvenu à une dislance quelconque a! du 
fond B du cylindre. 

11 y aura perte de travail d'une part et gain de l'autre, 
comme dans le cas de l'écoulement d'un liquide, et d'après U 
principe de la conservation du travail, la perte et le gain doi- 
vent se compenser. 



LA DÉTENTE DES GÂZ PERMANENTS. 343 

La perte consiste d'abord dans le magasin statique pd a; du 
poids Pj qui est tombé de la hauteur dx pendant Tinstant d^ 

Le magasin élastique effectif du récipient qui^ au commen- 
cement de rinstant dt^ avait pour valeur prp, et qui, par suite 
de Tavancement do; du piston, n'a plus pour valeur au bout 
du temps t+dt que p [x — dx) a également p^du la quan- 
tité de travail pdx. 

Mais il est essentiel d'observer que la masse infiniment petite 
de gâz^ qui est sortie du récipient pendant l'instant df, a fran- 
chi l'orifice o en conservant toute sa pression. Il faut compren- 
dre ici que le gaz est projeté par Torifice de sortie sous forme 
de molécules dont la pression effective p et la densité p, (poids 
du mètre cube), sont celles du récipient. Ces molécules se 
détendent ensuite dans l'atmosphère ambiante pendant leur 
mouvement et à une distance plus ou moins grande de l'ori- 
fice: C'est cet effet de détente latérale qui produit le froid que 
l'on observe dans les jets de gaz comprimés, et la forme coni- 
que qu'affectent ces jets. 

La perte du magasin élastique du récipient est donc compen- 
sée par le magasin élastique que le gaz conserve en franchis- 
sant l'orifice de sortie. 

Le magasin dynamique intérieur du gaz subit également, 
pendant l'instant d i, une perte dont la valeur est 

^dx fdx\^ 
Tf \di) " 

Quant au magasin dynamique du poids p, nous savons-qu'il 
reste constant. 
Ca perte totale de travail pendant l'instant dt est donc : 

, . pdxfdxY 
pdx + - — (-J7 . 

Quel est maintenant le gain du travail ? 
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Cest évidemment la force vive de la masse gazeuse infini- 
ment petite ^ — qui est projetée par Toriflce o, pendant l'ins- 
tant dty avec la vitesse V. 

Ce travail a pour valeur 

En égalant la perte au gain, nous obtenons en définitive 

Désignons maintenant par co la section de Toriflcede sortie o, 
ou plutôt la section de la veine gazeuse à sa sortie du récipient^ 
laquelle peut être moindre que la section de Toriûce o. Nous 
aurons, la section du récipient étant d'un mètre quarré^ 



(22) 



(l)'=^-- 



La combinaison des équations (21) et (22) nous donne fina- 
lement 

(23) V«= ^^^ 



? (I ~ <^') 



Quand le rapport des sections de l'orifice de sortie et du 
récipient est assez petit pour qu'on puisse négliger son quarré^ 

cette expression se réduit à la formule pratique. 

« 

(24) v> = M^. 

P • 

Paul. — C'est la formule généralement admise aujourd'hui, 
bien qu'on ne soit pas encore parvenu à la démontrer direc- 
tement. 
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Vous nous apprenez qu'elle n'est rigoureusement exacte que 
pour un récipient de grandeur indéfinie, disposé de telle façon 
que la pression atmosphérique ambiante exerce la même in- 
fluence et sur l'orifice de sortie et sur le piston qui entretient 
la pression constante. 

Il est à remarquer d'ailleurs que la formule (24) contient 
implicitement celle de Toricelli. 

En effets supposons le réservoir disposé horizontalement, et 
soit h la hauteur du liquide au-dessus du centre de l'orifice de 
sortie. Nous aurons^ en désignant toujours par p le poids du 
mètre cube de liquide 

et par suite 

\' = 2gh. 

La formule (24) convient donc à tous les fluides en général. 

Emile.— Remarquons en outre que^ la valeur dec; n'entrant 
pas dans cette formule^ la vitesse de sortie du fluide ne dépend 
que de la pression effective p, c'est-à-dire de l'excès de pres^ 
sion que le fluide possède sur la pression atmosphérique. Elle 
est donc applicable à l'écoulement des fluides élastiques dans 
le vide. Dans ce cas p désignera la pression absolue du gaz. 

Comme la température t du récipient reste invariable pen- 
dant récoulement, le rapport - est constant d'après la loi de 

P 
Hariotte. 

Nous pouvons donc remplacer ce rapport par —, S étant la 

densité du gaz sous la pression u et à cette même tempéra- 
ture I. 

Nous aurons ainsi, pourTexpressioii de la vitesse d'écoule- 
ment dans le vide, d'un gaz quelconque plus ou moins com- 
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primé 




(25) 


v-i/a^. 



Pour la pression barométrique o".76, et la température o% 
nous avons pour Pair atmosphérique 

tj = lo, 334 kil. ; et p= i*.2932. 

La vitesse de l*air comprimé, à une pression quelconque et 
à la température o% sortant dans le vide, est donc 



(26) v = Y/î><9:^gi^4^ 396 mètres. 

La formule (24) est applicable à tous les gaz comprimés, 
quelque soit la température t du récipient. 
Il y a ici deux cas principaux à considérer : 
i"" Le gaz conserve dans le récipient toute la chaleur due à la 

■ 

compression ; 

2^ Le gaz a perdu toute la chaleur de la compression et reste 
à la température de Tair ambiant. 

Dans le premier cas, nous pourrons poser, conformément à 
la loi de proportionnalité des pressions totales aux quarrés des 
densités, 

en observant que la pression totale que nous avons désignée 
par P, dans notre précédent dialogue, a ici pour valeur p-f-cj. 
Désignons maintenant par [x le nombre d'atmosphères 
effectives de la pression que conserverait le gaz , s'il était 
refroidi et revenu à sa température initiale, c'est-à-dire à celle 
de l'air ambiant. Nous pourrons poser 
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^ étant la densité du gaz à la pression cj et à la température 
ambiante. 
Nous aurons alors 

(27) p — u U^— I j = nj([x* 4- 2 [x), 

et 

(,8) p^^aLtiit. 

En reportant cette valeur de - dans la formule (24), elle 
devient 

Sous cette forme, elle nous indique que la vitesse de sortie, 
dans Tatmosphère^ d'un gaz comprimé, ayant conservé toute 
sa chaleur de compression , croît proportionnellement à la 

fonction i/^ E^, et peut par conséquent devenir infinie. 

Considérons maintenant le cas où le gaz comprimé a perdu 
toute sa chaleur de compression. 

Nous devons poser dans ce cas , conformément à la loi de 
Mariotte^ 

ce qui donne 

(3o) p=:(Xny, et ^ = CT-^. 

La formule (24) prend alors^ dans le cas que nous considé- 
rons, la forme suivante : 



(3i) 



^■=v/¥xV^- 
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Elle nous indique alors que la vitesse de sortie dans Taimos- 
phère d'un gaz comprimé, ayant perdu toute sa chaleur de 



compression, croît proporlionnellement à la fonction w — !^» 

et qu'elle a par conséquent pour limite la valeur de la formule 

(25) 






c'est-à-dire la vitesse d'écoulement de ce gaz dans le vide. 

Paul. — Je n'avais pas encore remarqué cette limitation de 
la vitesse de sortie, à Tair libre, d'un gaz comprimé et ayant 
[)erdu toute sa chaleur de compression, bien que la formule 
(24) d'où elle dérive, me soit parfaitement connue. 

Permettez-moi, à ce sujet, de vous rappeler la formule de 
Navier: 



=\/ 



2gvs ^ p4-t7 



les lettres ayant ici la même signification que dans vos formur 
les, et 1. étant l'indice du logarithme Népérien. 

Cette formule donne des résultats tout à fait différents de 
ceux de la formule (24). Elle est notamment contraire à la théo- 
rie de la limitation de la vitesse. 

Emile. — Navier a établi sa formule dans l'hypothèse où le 
gaz se détendrait progressivement jusqu'à Torifice de sortie et 
franchirait cet orifice à la pression de l'atmosphère ambiante. 

Cet auteur suppose en outre que dans ce mouvement de 
détente intérieur du gaz, les pressions restent proportionnelles 
aux densités, conformément à la loi de Hariotte. 

Ces deux hypothèses sont aussi inadmissibles Tune que 

l'autre. 

Si le gaz se détendait intérieurement, il se refroidirait, et la 
loi de Hariotte cesserait de lui être applicable. 



LA DÉTENTE DES GAZ PERMANENTS. 249 

Mais pourquoi le gaz se détendrait-il avant de sortir du réci- 
pient? Cet effet ne pourrait se produire, et encore partielle- 
ment^ que dans le cas oii le gaz serait obligé de passer^ avant 
sa sortie, par une section plus petite que la section extrême de 
Torifice. C'est ce qui arrive quelquefois quand la clef d'un 
robinet d'arrôt placé sur le passage du gaz, produit un étran- 
glement. Cet effet est bien connu des praticiens, qui disent 
alors^ dans un langage imagée que la pression a élé tuée en 
route. 

Si le gaz sortait à la pression atmosphérique, comment expli- 
querait-on la formation du cône d'expansion qui se produit à 
sa sortie et dont roriflce occupe le sommet ? 

La formation de ce cône ne peut s'expliquer que par la 
détente latérale du gaz à son entrée dans Tatmosphère^ où il 
pénètre par conséquent avec toute sa pression. 

Ainsi l'analyse de Navier repose sur deux hypothèses abso- 
lument fausses. Sa formule est donc inexacte. Elle est du reste 
abandonnée aujourd'hui par la majorité des savants. 

Paul. — Le cône d'expansion dont vous venez de parler ne 
peut en effet s'expliquer qu'en admettant que le gaz, à son en- 
trée dans l'atmosphère, conserve une certaine pression pro- 
duisant une détente latérale. Cette pression sera celle du réci- 
pient lui-même, si Torifice de sortie est en mince paroi ou 
formé par un ajutage très-court. 

C'est sans doute à cette détente latérale du gaz dans l'atmos- 
phère qu'est due la production du froid plus ou moins consi- 
dérable que Ton constate dans les jets d'air comprimé et même 
dans les jets de vapeur. 

Emile. — Incontestablement. Un gaz ne peut se détendre 
sans se refroidir. Si après s'être détendu en vase clos, il revient 
à son volume primitif, par suite de la réaction d'un piston, le 
froid produit par la détente ne sera que passager et disparaîtra 
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avec le retour du piston. Mais quand le gaz se détend dans Tat- 
inosphère, il ne peut revenir à son volume primitif. Le froid 
de la détente persiste alors et peut être apprécié avec un ther- 
momètre sensible. 

Il est du reste facile de voir à priori que le froid produit par 
la détente à l'air libre est le même que celui que nous avons 
calculé pour la détente en vase clos, les pressions restant les 
mêmes. 

Dans la détente en vase clos^ et sous la pression atmosphé- 
rique^ le gaz soulève le poids t:s, c'est-à-dire io,334 ^^' W 
mètre quarré. 

Dans la détente à l'air libre^ un effet tout à fait semblable se 
produit. Chaque molécule de gaz comprimé est projetée en 
dehors du réservoir avec toute sa pression. Elle se détend dans 
tous les senS; tout en conservant sa vitesse. Dans ce mouve- 
ment de détente, l'air comprimé réagit sur l'air extérieur qui 
forme son enveloppe comme sur un piston, et l'effort qu'il 
produit pour se détendre est le même que s'il restait en vase 
clos. 

Le nombre de degrés du froid de la détente à Tair libre sera 
donc donné par la formule (17) 

^-ËTc 

Je désigne, comme je l'ai déjà fait, par (x le nombre d'atmos- 
phères effectives de la compression du gaz refroidi. Je puis 

« 

alors poser, d'après la loi de Mariotte 

cjX=z(p-hîïy) (k — Xi) = {[>.■+■ i) r7{X— iTi), 
ce qui donne 






_ [^ 



soit xi = \_ j puisque dans la formule (17) X= i. 

J*» I M. 
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Mais la formule (3i) donne 

Donc 

(32) 6=^ = 



C'est la valeur absolue, en degrés du thermomètre^ du froid 
(le la détente à Tair libre. 
Pour, obtenir sa limite supérieure 60, il faut remplacer V*par 

-^ , ce qui donne 

6 - ? — ^ 

résultat déjà connu, (équation n^ 19), pour la détente en vase 
clos. 

Paul. — Ainsi le maximum du froid produit par la détente 
d'un gaz à Tair libre est de 272^.50. 

Or, je remarque que dans votre première communication à 
la Société des ingénieurs civils de France (mars 1867), vous 
avez donné pour ce maximum, dans le cas de Tair comprimé, 
le chiffre de Si^'.yy, 

La ditTérence est assez sensible pour que vous vouliez bien 
prendre là peine de nous l'expliquer. 

Emile. — Votre observation est peu charitable, mais elle 
est parfaitement juste. Vous me prenez ici en flagrant délit de 
contradiction avec moi-même. 

L'erreur que j'ai commise n'est pas dans l'analyse, mais sim- 
plement dans le calcul d'application. 

En effet, dans ma communication à la Société des ingénieurs 
civils, je suis arrivé par une analyse, différente de celle que je 
viens de vous exposer, mais reposant sur le même principe, à 
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la formule 

c'est-à-dire à la formule (32). 

Si je m'en étais tenu là^ tous n'auriez pas aujourd'bui à me 
reprocher de contradiction. 

Mais en voulant donner en chiffre cette valeur de 6^ pour 
l'air^ j'ai attribué à c la valeur 0.287 4"^ ^^^ ^^^'^ 4^^ H. Re- 
gnault a déterminée expérimentalement pour la chaleur spéci- 
fique de l'air à pression constante. 

C'est ainsi que je suis arrivé au chiffre de 810.77. 

Pour retrouver le chiffre de 272^.50, il faudrait attribuer à 
e la valeur théorique 0.069 que nous avons trouvée, dans notre 
précédent dialogue^ pour la chaleur spécifique de Tair à volume 
constant. 

J'espère que cette explication vous paraîtra suffisante , et je 
vous propose de remettre la suite de la question à notre pro- 
chaine séance. 
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La double pression des fluides. 



Nouvelle expression du magasin de travail élastique efiPectif d'un gaz 
permanent. — Expression de la force motriq^ d'un courant fluide. — 
Loi de la double pression. — Vérification expérimentale de cette loi 
pour l'air atmosphérique. — Formule fondamentale de l'entraînement 
de l'air par l'air et des fluides en général. — Exposé succinct de la 
théorie de la ventilation par l'air comprimé. — La théorie indique 
qu'il y a un grand avantage à employer de l'air comprimé à basse 
pression. — Limite pratique de cette pression. — Formules pratiques 
de la vitesse d'entraînement dans l'appareil simple et dans un appa- 
reil quelconque de ventilation. 

Emile. — Nous avons vu, dans notre dialogue n*»4, que le 
magasin de travail élastique d'un gaz^ contenu dans une enve- 
loppe de forme quelconque^ et dont la capacité est Â, avait 
pour valeur 

pA, 

p désignant la pression soit effective, soit absolue^ soit totale 
du gaz. 

Si p désigne la pression effective^ il est facile de voir que le 
magasin de travail effectif p A de la masse gazeuse est éga- 
lement représenté par la force vive 

M y 

2 
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de cette masse^ due à sa vitesse de sortie V dans l'atmosphère— 
Nous avons, en effet, 

M=:^ et T=^SP, 
.9 P 

donc 

(0 -^=^p- , 

L'équation (i) nous fournit ainsi une nouvelle valeur dis 
magasin de travail élastique effectif d'une masse gazeuse qui 
pourra être utile dans certaines applications. 

Désignons maintenant par m la masse de gaz qui sort par i^' 
d'un récipient entretenu à pression constante, et par co la sec- 
tion la plus contractée de la veine gazeuse à son passage par 
Toriflce. Nous aurons d'abord 

(2) ^~g' 
et en multipliant par V, 

(3) mV = — i-V' = — 1-x-^ =2(01}. 

Cette quantité mV est considérée encore aujourd'hui, par la 
majorité des savants, comme une quantité de mouvement. . 

Ceci est une grave erreur. La quantité mV est réellement 
la force motrice du courant gazeux. 

Reportons-nous en effet à l'expression analytique générale 
de la force que je vous ai donnée pour la première fois dans 
notre dialogue n° 2, que j'ai fait ressortir pour les chaînes en 
mouvement dans notre dialogue u» 8, et que vous avez fini 
par accepter, après avoir d'abord fait vos réserves, 
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Qest la quantité de mouvement au bout d'un temps quel- 
conque t. 

Dans le cas du mouvement d'une veine fluide en général, 
soit M la masse totale de gaz sortie du récipient, pendant Tin- 
tervalle de temps t, avec la vitesse uniforme V, nous avons 

Q = ^Y = mt\. 

La force F du courant fluide, liquide ou gazeux, est donc, 
T étant constant, 

(4) F = d^ = V-^ = mV, 

ce que je me proposais d'établir. 

Paul. — Je me rallie tout à fait à votre opinion : m V est 
une force motrice et non une quantité de mouvement. 

Le véritable caractère d'une force motrice, comme vous 
l'avez dit vous-même dans^otre dialogue n°2, c'est la persis- 
tance de son actioa. Elle agit toujours sur le corps auquel elle 
est appliquée, que celui-ci soit en repos ou en mouvement. 
C'est ce signe qui la distingue essentiellement des autres forces 
dues au mouvement, lesquelles s'évanouissent dès que le corps 
auquel elles sont appliquées revient à l'état de repos. 

Il suit de là qu'une force motrice a toujours deux valeurs : 
la valeur dynamique, si je puis m'exprimer^insi, qui est celle 
donnée par l'équation (a), et la valeur statique qui est repré- 
sentée par la pression que le corps exerce, à l'état de repos, 
contre l'obstacle qui s'oppose à son mouvement. 

Dans le cas de la pesanteur, la force F a pour valeur M g, et 
la pression exercée à Pétat de repos sur un plan horizontal est 
égale au poids P du corps. Ce qui donne 
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c'est-à-dire la relation qui unit entre eux le poids, la masse et 
la pesanteur. 

Dans le cas d'un courant fluide, la force F a pour valeur mV, 
et réquation (3) nous apprend que la pression, exercée à l'état 
de repos sur les parois dli récipient qui retient le gaz prison- 
nier, a pour valeur 2(ûp. 

Ce résultat de la théorie se comprend parfaitement du reste. 
En eifet, la masse fluide à Tétat de repos, et qui tend à sortir 
par la section o), exerce à la fois sa pression efTective p, et sur 
la section de cet orifice et sur une section égale tracée sur la 
paroi opposée à cet orifice. 

La pression statique correspondante à Teffort dynamique mV 
est donc double de la pression simple. 

En ce qui concerne les liquides, cette loi de la double 
pression se trouve déjà démontrée dans le Traité de Mécanique 
de Poisson et dans ceux plus récents de MM. Duhamel et De- 
launay. Elle a d'ailleurs été vérifiée par l'expérience. 

Mais votre formule générale (3) est, à ma connaissance, la 
première démonstration analytique du principe en ce qui 
concerne les fluides élastiques. 

Emile. — Je vous remercia pour l'intérêt que vous prenez à 
cette question. 

Non-seulement j'y ai appliqué la théorie, mais j'ai tenu à . 
vérifier la loi de la pression double par l'expérience directe, 
du moins en ce qui concerne l'air comprimé. 

Les expériences que j'ai faites à ce sujet sont relatées en 
détail dans ma deuxième communication à la Société des ingé- 
nieurs civils (octobre i868). 

Elles vérifient parfaitement les indications de la théorie. 

Paul. — Vos expériences me sont personnellement connues. 
Mais, dans Tintérét de nos auditeurs, je vous engage à nous en 
donner ici un résumé succinct. 
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Emile. — Très-volon tiers. 

J'ai employé deux mûlhodes tout à fait différentes. 




La fig. 5o représente l'appareil dont je me suis servi aTec la 
première méthode. 

Le tuyau cylindrique AB, à l'entrée et dans i'ase duquel est 
disposé un ajutage a, d'où s'échappe le jet d'air comprimé 
aec'. constitue ce que j'appelle l'appareil simple de la ventila- 
tion par l'air comprimé. 

Eu fermant le fond B du tuyau, et en mettant l'intérieur da 
tube AB en communication, par la tubulure T, avec un ma- 
nomètre différentiel à 2 liquides du système Kretz, on pouvait 
observer directement les pressions produites sur la surface 
du fondB par la force motrice du jet comprimée). 

J'ai fait ces expériences avec le concours de mon parent et 
amijH.Paul de Hondésîr, ingénieur en chef des Manufactures 
de l'État. 

Vous royez que dans cet appareil il y a transformation de la 



(•} Voir pour la description du manomèlre différentiel de M. Kretz, 
ingénieur en chef des manufactures de l'Ëtat, ma deuxième communica- 
tion à la Société des ingénieurs civils (octobre 1S68]. 
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force motrice mV du jet d'air comprimé en une pression exer- 
cée sur le fond B. 

Si donc je désigne par d le diamètre de l'ajutage a , par D 
le diamètre du tuyau ÂB^ par p la pression effective par mètre 
quarré donnée par le manomètre^ et .paF y le coefficient de 
contraction de la yeiné aérienne, qui conyient à la forme 
de l'ajutage et à la pression constante P du récipient, j'aurai 
d'abord 

(5) fnV = p— T-» 

4 

et comme la formule (3) me donne 

m V = 2 &) P = 2 Y -7- X P , 

4 

pour que la loi de la double pression se trouve yérifiée pour 
Pair, dans l'expérience dont il s'agit, il faut que Fégalité 

(6) 2Yd*P = D*p 

se trouve satisfaite. 

C'est ce que nous avons constaté à diverses reprises, en fai- 
sant varier le diamètre des ajutages. 

Voici donc une première vérification expérimentale de la 
formule (3). 



Fig. 51. 



S 
1» 



^A. 



T 






^zi> -_r zdb 



J'ai eu occasion d'en faire une seconde a\ec l'appareil repré- 
senté sur la fig. 5i. 
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AB est une conduite en fonte du diamètre de on^.20 et de 
1 3o /nètres tle longueur. 

Une tubulure verticale T^ de même diamètre que la con- 
duite, est fixée près de Pextrémité B, et débouche à Tair libre. 

A Tautre extrémité A^ un ajutage a est disposé dans Taxe 
de la conduite AB. Cet ajutage a exactement un centimètre 
de diamètre. Il est cylindrique et sa longueur est égale à 2 fois 
et demie son diamètre. 

L'extrémité horizontale B de la conduite est obturée avec 
soin. 

L'air comprimé était entretenu par une locomobile^ dans un 
grand récipient, à la pression constante d'une atmosphère, la- 
quelle pression était mesurée par un manomètre à mercure. 

Dans ces conditions^ l'air comprimé et Tair atmosphérique 
entraîné en A, ne pouvaient sortir que par le sommet de la 
tubulure T. 

Si on eût obturé, comme dans l'expérience précédente, le 
sommet de la tubulure T, la pression p de l'air refoulé et 
condensé dans le fond de la conduite aurait dû satisfaire à 
Fégaliié 

2yX 10,334 r u z? ^^ 

D'après les expériences de Poncelet^ y est égal à o.65 pour la 
pression d'une atmosphère et la forme choisie pour l'ajutage ; 
ce qui donne 

p = 51.67 X 0.65 = SSï'.SSS. 

Mais au lieu d'obturer complètement le sommet de la tubu- 
lure T par un fond fixe^ et de mesurer cette pression p au ma- 
nomètre différentiel de M. Kretz ^ on a placé sur le sommet de 
cette tubulure une sphère creuse en aluminium^ dont le dia- 
mètre était exactement de o^.ipS, et dont le poids total avait 
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été portée au moyen d'un poids additionnel placé dans Tinté- 
rieur, à 980 grammes. 

Dans ces conditions, |la sphère S, qui pouvait osciller libre- 
ment au sommet de la tubulure, en raison de la petite diffé- 
rence des diamètres, se tenait parfaitement en équilibre. 

Il y avait donc équilibre entre la force motrice m\ du jet 
comprimé et le poids de la spbère, à part le petit courant d'air 
annulaire sortant autour de la sphère. Mais en raison du peu 
de différence des sections de la tubulure et du grand cercle de 
la sphère, la pression p n'était pas sensiblement diminuée par 
ce courant. 

Cette pression p était donc mesurée par le poids 9 de la 
sphère divisé par la surface de son grand cercle. En sorte qu'on 
avait 

p = 2— = -^^ = 33^.533. 

Ainsi la pression expérimentale était de SS^^.SSS, la pression 
théorique étant de 33^.585. 
En d'autres termes le poids calculé de la sphère est égal à 

33.585x0.029255 = 982 grammes, 

tandis que le poids réel était de 980 grammes. 

Vous voyez que la loi de la double pression se trouve ainsi 
vérifiée d'une manière très-satisfaisante. 

Paul. — Cette dernière expérience faite sur une grande 
échelle me parait très-remarquable. 

Elle ne doit laisser aucune doute sur l'exactitude de la loi, 
en ce qui concerne les gaz permanents , dont Tair atmosphé- 
rique est le type. 

Emile. —Nous allons maintenant^ si vous le voulez bien, 
aborder la théorie de l'entraînement de Tair par l'air, en la 
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basant sur la loi de la double pression. Cette théorie est, comme 
vous le savez déjà, celle de la ventilation par Vair comprimé. 

Reportons-nous à l'appareil de la pg. 5o^ et enlevons le fond 
B du tuyau. 

Que va-t-il se produire ? 

Il y aura entraînement de Tair par l'air. 

L'air atmosphérique contenu dans le tuyau AB sera refoulé 
vers B^ et remplacé par une colonne d'air nouveau rentrant 
en A. 

L^air comprimé^ en se détendant latéralement, forme un 
cône d'expansion a ce', qui joue ici le rôle d'un véritable pis- 
ton gazeux. 

Soient : 

V la vitesse constante du jet aérien ; 

mV sa force motrice ; 

U la vitesse également constante de la colonne d'air sortant 
à gueule bée par l'extrémité B ; 

HU la force motrice de ce courant. 

L'appareil n'ayant que la longueur nécessaire pour que le 
cône d'expansion de la veine aérienne puisse se fermer en 
rencontrant les parois du tuyau, cet appareil étant muni d'un 
pavillon en A pour faciliter la rentrée de l'air nouveau, et l'a- 
jutage a ne produisant pas de rétrécissement sensible dans la 
section du tuyau, nous pouvons admettre que la vitesse d'en- 
traînement U sera due à la pression p qui se manifeste dans 
le fond du tuyau, quand il est fermé en B, pression dont la 
valeur est, d'après la formule (5) 

Nous aurons ainsi : 

MU = 2— -pssîimV, 
4 



.'il 
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soit 

(7) mV = — . 

Telle est la formule fondamentale de Tenlraînement de Pair 
par Tair. 

Paul. — 11 me semble que vous auriez pu l'établir direc- 
tement sans avoir recours à la loi de la double pression, en 
raisonnant de la manière suivante : 

Dans r2U[)paf eil que vous considérez^ et qui est réduit à sa 
plus grande simplicité, si nous négligeons les résistances pas- 
sives, les deux forces m V et MU doivent se faire équilibre. 

Je pose donc^ conformément au principe des vitesses vir- 
tuelles^ 

(8) • mVe=MUe^ 

£ et 6^ étant les déplacements virtuels des masses d'air 
m et M. 

Dans le mouvement que nous considérons, la force tnVse 
transforme en pression. Je puis donc l'assimiler à un piston 
pesant qui refoulerait devant lui toute la colonne d'air avec la 
vitesse uniforme U. 

Le déplacement virtuel de ce piston, c'est-à-dire celui de la 
force tnV, est donc 

(9) ezzzVdt. 

La pression du piston actif dont il s'agit se transforme à 
son tour en la force motrice MU, dont le déplacement virtuel 

est égal à » attendu que le centre de gravité de la masse 

M qui sort du tuyau par i^', ne parcourt pendant ce temps 

que. la distance -U, dans l'intérieur de ce tuyau. Je pose 

donc 

f \ , Vdt 
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ce qui me donne finalement 



2 



Emile. — Il 7 a peut-être des personnes qui préféreront 
Yotre démonstration à celle que j'ai déduite de la loi de la 
double pression. 

Qtioi qu'il en soit^ l'exactitude de notre formule fondamen- 
tale (7) ne saurait être contestée, parce qu'elle est parfaitemen 
d'accord avec Texpérience, du moins pour Tair atmosphérique 

Paul. — Non-seulement on ne la contestera pas pour Fai 
atmosphérique^ mais il faudra bien l'admettre pour Tentraî- 
nement des fluides en généraL 

Comment expliquer par exemple^ en dehors de cette théorie^ 
les effets de l'injecteur GifTard, qui^ avec un jet de vapeur em- 
prunté à une première chaudière où la pression est P, refoule 
de l'eau dans une seconde chaudière où la pression est supé- 
rieure à P ? 

La loi de la double pression^ ou^ ce qui revient au même, la 
formule fondamentale de l'entraînement^ donne immédiate- 
ment Texplication de ce phénomène physique. 

Emile. — Puisque nous voilà d'accord sur la formule fonda- 
mentale de l'entraînement, la Théorie de la ventilation par l'air 
comprimé va s'établir avec la plus grande facilité. 

Je suppose d'abord que l'air comprimé qui sert ici de moteur 
a perdu toute sa chaleur de compression^ et sort^ par l'ajutage 
Qy à la température de Pair ambiant. 

Sa vitesse V sera donc^ conformément à la formule (3i) de 
notre dialogue n^ i6. 



Nous aurons alors 



nous aurons d'ailleurs 
(i3) 



4 



J 



ce qui suppose que l'air entraîné dans le tuyau AB n'aug- 
mente pas sensiblement de densité. 

En reportant dans la formule fondamentale (7) ces valeurs 
transformées de mV et de M, on obtient 



4 
soit en réduisant 

('4) 



X-XU'="ï-X2aX2Yfi, 



il 



Telle est la formule qui donne la valeur de la vite 
trainement 11, dans un appareil simple de ventilation par l'air 
comprimé. 

Pour des vitesses d'entraînement ne dépassant pas 4o mètres 
, vitesse correspondante à une pression d'un centième 
d'atmosphère, la valeur de la densité ^ est, à moins d'un cen- 
tième près, celle qui convient à l'air atinosphérique. 

Comme dans les applications de la ventilation par l'air com- 
primé, on n'atteint jamais cette limite de vitesse d'entraîne- 
ment, on peut considérer, dans la formule (i4j, ^ comme le 
poids du mètre cube d'air atmosphérique. 

II résulte de là que le radical l/—~. qui représente alors 

t vitesse de l'air comprimé sortant dans le vide, peut être 
ê comme une quantité constante par rapport aux au> 
très quantités qui entrent dans la formule. 
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Pour les valeurs moyennes 

u = io,33okil. et J=: 1^.24, 
on a sensiblement 



V/^=4o4. 



a 

Cette valeur iic.24 de 8 est celle qui convient à la tempéra- 
ture de 12% moyenne de l'année en France. 

La formule pratique de Tentraînement de l'air par Tair peut 
donc s'écrire ainsi 



(i5) U = 4o4gv/2yi^. 

11 ressort de là qu'on obtiendra la même vitesse d'entraîne- 
ment, dans le même tuyau^ toutes les fois que le produit d^yyi 
restera le même. 

On peut donc augmenter le diamètre de Fajutage et dimi- 
nuer la pression de Tair moteur, ou bien procéder de la ma- 
nière inverse. 

Mais il est facile de voir à priori que le premier mode est 
infiniment préférable^ au point de vue de la dépense de force 
motrice. 

On est convenu, dans l'industrie^ de désigner, par l'expres- 
sion de cheval vapeur^ le travail continu d'une machine ou 
appareil quelconque qui élèverait un poids de 75 kilogrammes 
à la hauteur d'un mètre, par seconde. 

En partant de cette définition^ si je désigne par f le nombre 
de chevaux vapeur contenu dans un jet d'air comprimé dont 
la vitesse est V, j'aurai 

^ ' '2x75 

Soit maintenant f^ la force en chevaux vapeur d'un second 
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jel d'air comprimé de vitesse V^ produisant dans le même 
tuyau la même vitesse d'entraînement que le jet de vitesse V^ 
j*aurai également 



(17) f' = 



2X75" 



Puisque la vitesse d'entraînement est la mêime avec les deux 
jetS; réquation fondamentale (7) me donne 



mVz=w'V' = MU 



J'en déduis 
(48) 



fi__yi_ 
f- \' 



Soient enfin F et F Me nombre de chevaux vapeur dépensés 
par le compresseur d'air quand il alimente les deux jets com- 
parés; si le rendement mécanique de cet appareil est le même 
dans les deux cas^ nous aurons finalement 

Ce qui nous démontre que la dépense de force motrice sera 
d'autant moins considérable^ pour produire un effet de venti- 
lûUon donnéy que la vitesse V de Vair moteur^ et par consé- 
fHent sa pression effective, seront elles-mêmes moins grandes. 

Il y a donc un très-grand avantage à employer de l'air com- 
filimé à basse pression et même à très-basse pression, dans 
tes iq[^(dications à la ventilation. 

^nml* — C'est évident. Quelle est la pression minimum que 
^VM^ mm reconnue comme étant la plus avantageuse ? 

te&t. — Théoriquement, il n'y aurait pas de limite dans 
'llMtoMtt€tlit de la pression. 

furatique^ il faut considérer que l'air comprimé de- 
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vant se transporter lui-même^ dans des conduites plus ou 
moins longues^ sur les points oii il doit agir, si sa pression était 
trop réduite^ les pertes de charge^ pendant le parcours^ pour- 
raient atteindre des proportions énormes^ à moins de donner 
à la canalisation de Tair comprimé des diamètres exagérés. Il y 
a donc une limite pratique à observer. Elle est d'environ o<^.o3 
à o<^.o4 ; ce qui correspond à une colonne d'eau de o°^.3o 
à o™.4o. 

Dans ces conditions de pression^ et avec des ajutages légère- 
ment coniques, le coefficient de contraction y reste aux en- 
virons de 0,90, et la formule pratique (i5) se réduit à • 

(20) \J = 54ox^x\/'^. 

Paul. — Cette formule est celle qui convient à l'appareil 
simple. 

Hais comment tenez-vous compte des résistances^ quand 
vous passez de Tappareil simple à un appareil quelconque dans 
lequel circule Tair de ventilation ? 

Emile. — Je puis toujours remplacer un appareil quelconque 
par une conduite de longueur L , et de même diamètre D que 
le tuyau d'insufflation ÂB^ posée à la suite de ce tuyau. Je 
suppose ici la longueur L calculée de façon à ce que la vitesse 
d'entraînement soit la même dans l'appareil donnée et dans 
la conduite de longueur L. 

Soit alors u la vitesse d'entraînement qu'il s'agit d'évaluer 
en fonction de U et de L. 

J'aurai recours pour ce calcul à la formule expérimentale 
donnée par d'Âubuisson 

(21) t4'=(i-ha«)V% 

dans laquelle n est le rapport de la longueur L de la conduite 
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jênmo» n. et X un coefficient de frottement variable 
wNL'tfiiMur^teivtHsde la conduite. 



«r K= v^i + ati. 

& ttaer iftelninement dans un appareil quelconque de 

donnée par la formule pratique 



<. :i* iirUHttdrai pas davantage sur la Théorie de la yenti- 
MUé iMKr Ifiiir comprimé. 

>i.%tm<B r toutefois à vous en présenter un résumé aussi suc- 
:tflih»>4^piMsible. 

It s^mwii^ pour plus amples explications^ aux deux com- 
miiiKfiwwH» que j'ai faites à la société des Ingénieurs civils 
zik mm^ ti36î7 ^^ octobre 1868. 
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L'inégale compressibilité des gaz. 



Démonstration de la loi théorique de Tlnégalé compressibilité des gaz.— 
Discussion de Texpérience de M. Despretz qui confirme cette loi. — 
Quelques mots sur les expériences de compression de Tair atmosphé- 
rique faites 'par Dulong et Arago. — Discussion détaillée des expé- 
riences de M. Regnault sur Tair, Tazote, Tacide carbonique et Thy^ 
drogène. — Explication des écarts observés et du sens de ces écarts. 
— Établissement d'une formule générale basée sur le principe de la 
conservation du travail, et donnant la valeur des écarts qui sont la 
conséquence nécessaire de la compression verticale d'un gaz quel- 
conque permanent.— Tableaux de comparaison des écarts théoriques 
et des écarts observés pour Tair, Tazote et l'hydrogène. — Les belles 
expériences de Mi Regnault sont une vérification éclatante de la loi 
théorique de Mariette. 

PauL — Vous avez donnée mon cher Emile^ dans notre dia- 
logue m i5, une démonstration de la loi de Mariette^ qui fait 
rentrer ce principe fondamental* de la physique dans le do- 
maine de la mécanique. 

De nombreuses expériences faites par d'illustres physiciens 
ont mis en doute^ dans ces derniers temps surtout^ Texacti- 
tude de cette fameuse loi^ non-seulement en ce qui concerne 
les gaz liquéfiables à haute pression, mais encore pour les gaz 
considérés comme 'gtrmantaU. 

Vous connaissez celles de M. Despretz qui démontrent Tiné- 
gale compressibilité des gaz. Les gaz plus denses que Tair se 
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à son diamètre D^ et a un coefficient de frottement variable 
avec la nature des parois de la conduite. 
En faisant 



(22) K = V'i -h an. 

La vitesse d'entraînement dans un appareil quelconque de 
ventilation sera donnée par la formule pratique 

/ 0% U 540 ^ ^ d ^ I — 

(23) ** = K= K ^D^^ 

Je ne m'étendrai pas davantage sur la Théorie de la venti- 
lation par Tair comprimé. 

Je tenais toutefois à vous en présenter un résumé aussi suc- 
cinct que possible. 

Je renvoie^ pour plus amples explications^ aux deux com- 
munications que j'ai faites à la société des Ingénieurs civils 
en mars 1867 et octobre 1868. 
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L'inégale compressibilité des gaz. 



Démonstration de la loi théorique de l'inégale compressibilité des gaz.— 
Discussion de l'expérience de M. Despretz qui confirme cette loi . — 
Quelques mots sur les expériences de compression de l'air atmosphé- 
rique faites 'par Dulong et Arago. — Discussion détaillée des expé- 
riences de M. Regnault sur l'air, l'azote, l'acide carbonique et Thy^ 
drogène. —Explication des écarts observés et du sens de ces écarts. 
— Établissement d'une formule générale basée sur le principe de la 
conservation du travail, et donnant la valeur des écarts qui sont la 
conséquence nécessaire de la compression verticale d'un gaz quel- 
conque permanent. —Tableaux de comparaison des écarts théoriques 
et des écarts observés pour l'air, l'azote et l'hydrogène. — Les belles 
expériences de M< Regnault sont une vérification éclatante de la loi 
théorique de Mariette. 

PauL — Vous avez donnée mon cher Emile^ dans notre dia- 
logue V9 iS, une démonstration de la loi de Mariotte^ qui fait 
rentrer ce principe fondamental* de la physique dans le do- 
maine de la mécanique. 

De nombreuses expériences faites par d'illustres physiciens 
ont mis en doute^ dans ces derniers temps surtout^ Texacti- 
tade de cette fameuse loi^ non-seulement en ce qui concerne 
les gaz liquéfiables à haute pression, mais encore pour les gaz 
considérés comme permanents. 

Vous connaissez celles de H. Despretz qui démontrent l'iné- 
gale compressibilité des gaz. Les gaz plus denses que l'air se 
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compriment plus que l'air; tandis que le contraire a lieu pour 
les gaz plus légers que Tair. 

Les expériences célèbres de Dulong et Arago sur la compres- 
sibilité de Fair atmosphérique ont bien fait ressortir des diffé- 
rences avec les résultats déduits de la loi de Mariotte ; mais ces 
différences sont peu sensibles. 

Enfin^ dans ces derniers temps^ M. Regnault a entrepris sur 
une grande échelle des expériences de compressibilité sur Fair, 
l'azote^ Tacide carbonique et Thydrogène. 

11 a obtenu ainsi des différences bien caractérisées avec la 
loi de Mariotte^ différences qui augmentent avec la pression. 

Ce qui a paru le plus remarquable dans les expériences de 
M. Regnault, c'est que les écarts observés pour Fair, Tazote et 
l'acide carbonique sont dans le même sens, tandis qu'ils sont 
en sens contraire pour l'hydrogène. 

Je sais bien que vous allez me répondre que ces écarts ne 
prouvent rien contre la loi de Mariotte, attendu qu'ils provien- 
nent de la variation de la pression atmosphérique, variation 
qui est la conséquence forcée d'expériences de compression 
verticale. 

En ce qui me concerne personnellement, je trouve cette 
explication suffisante, puisque la loi de Mariotte n'existe théo- 
riquement qu'à la condition que le piston atmosphérique reste 
constant. 

Mais il est probable que beaucoup d'autres personnes ne s'en 
contenteront pas et demanderont des explications supplémen- 
taires. 

Je crois donc que vous ferez bien, dans Fintérêt de votre 
nouvelle théorie de la compression et de la détente des gaz, de 
ne pas quitter le domaine de l'aérodynamique, sans discuter 
les expériences que je viens de vous citer. 

Emile. — J'aurais peut-être préféré, mon cher Paul, ne pas 



l'inégale COMPRESSIBILITE DES GAZ. ^71 

entrer dans cette discussion, et observer ici la même réserve 
que pour les expériences entreprises dans le but de déterminer 
le rapport des deux chaleurs spécifiques de Fair, et spéciale- 
4nent la ctialeur spécifique de Tair à pression constante. 

Je comprends toutefois la justesse de votre observation. Il y 
a dans les expériences de compressibilité^ que vous venez de 
citer^ des résultats, qui au premier abord semblent tout à fait 
anormaux^ et qui demandent des explications supplémentaires. 

Je n'ai du reste aucune critique à faire ici. 

Je suis le premier à admirer Fbabileté des grands physiciens 
dont vous avez cité les noms; et je suis parfaitement convaincu 
de l'exactitude des résultats qu'ils ont publiés. 

Mon rôle se bornera à démontrer que ces résultats n'infir- 
ment en aucune façon Texactitude de la loi théorique de 
Hariotte< 

Permettez-moi d'abord de vous présenter une observation 
générale qui va de suite jeter une certaine lumière sur la ques- 
tion. 
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Je représente dans la fig. 5i trois tubes cylindriques fermés 
par en haut, ouverts par en bas et disposés verticalement de 
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maaière à ce que l'extrémité inférieure soit plongée dans un 
bain liquide. 

Le tube A coaUent de l'air atmosphérique, le tube A' un gaz 
quelconque plus léger que l'air et le tube A' un gaz quelcon- 
que plus lourd que l'air, 

Le niveau du liquide est le même à la base des trois tubes; 
et les trois colonnes gazeuses ont même hauteur X Je les sup- 
pose en outre toutes trois à la température de l'almosphère 
ambiante. 

Dans ces conditions, on considère les trois gaz comme étant 
à la même pression atmosphérique ct, qui est celle supportée 
par le bain liquide. 

Mais il est facile de voir que les magasins de travail élastique 
contenus dans les trois tubes ne sont pas les mêmes. 

Supposons, pour plus de simplicité, que la section commune 
des trois tubes soit égale à l'unité de surface. 

Désignons par B le poids du mètre cube d'air atmosphérique 
contenu dans le tube A. Le poids total de l'airrenfermé dans 
ce tube sera Sx. 

Désignons maintenant par âV elSV les poids des deux gaz 
contenus dans les tubes A' et A", V et \" représentant les hau- 
teurs d'une colonne d'air atmosphérique égale en poids à ch4^_ 
cune des deux colonnes gazeuses A' et A". ^H 

D'après l'hypothèse admise, nous avons ^| 

V<X et X">J,. 

Enlevons maintenant le fond supérieur de chacun des trois 
tubes, et remplaçons-le par un piston massif au-dessus duquel 
le vide existera. 

Pour que chaque gaz, après cette substitution, conserve sa 
hauteur primitive X, il est facile de voir que le poids de chacun 
des trois pistons sera différent. 
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11 faut en effet que le poids du pislon, augmenté du poids du 
gaz, fasse équilibre à la pression ni qui pèse sur le bain liquide. 
Les poids des trois pistons seront donc égaux à 

n—Sl'i CT — 5X et E — &r; 

fit les trois magasins de travail élastique auront pour valeurs 

(d — 5V)).; (n — SX)X et (tr — Jr)^. 

Us ne sont pas égaux entre eux. Celui du gaz A', plui léger 
que l'air, est le plus grand ; et celui du gaz A", ylus lourd que 
tair, est le plus petit. 

Remplaçons maintenant, à la base de chaque tube, le fond 
liquide par un fond fixe; rendons les trois pistons atmosphé- 
riques impondérables et laissons l'atmosphère ambiante réagir 
Bur ces pistons sans masse. 

Il est clair, d'après le calcul qui précède ■* 

r Que le piston du tube A renfermant l'air atmosphérique 
restera en équilibre et que la hauteur A de la colonne aérienne 
restera constante; 

2° Que le piston du tube A' renfermant le gaz plus léger que 
l'air sera soulevé, et qu'après le rétablissement de l'équilibre 
des températures, la longueur de celle colonne gazeuse seia 
plus grande que X; 

3° Qu'un effet contraire au précédent se manifestera dans le 
tube A". 

Pour ramener les longueurs des deux colonnes A' et A' à 
lear valeur primitive i, il suffira d'abaisser le tube A', jusqu'à 
ce que son niveau supérieur affleure la ligne horizontale a' a' 
tracée à la hauteur V au-dessus du plan liquide, et de remon- 
ter le tube A" jusqu'au niveau a"a" situé à la hauteur X" au- 
dessus dudit plan. 

s nouvelles positions des deux tubes, les pistons mas- 
18 



D1AL0GDE K' 

sifs o — 5 X' et cj — SX' étant remplacés par des pressions at- 
mosphériques équivalentes, il est clair que les deux colonnes 
gazeuses, après rélaNissement de l'équilibre des températures, 
reviendront à leur bauteur primitive X. 

Je dispose maintenant les trois tubes horizontalement aux 
trois niveaux a'a'.aa, u'a". Les pistons sans masse seront 
alors disposés verticalement, et la pression atmosphérique réa- 
gira horizontalement contre le gaz. 

La longueur X des trois cylindres gazeux ne sera pas chan- 
gée par le fait de cette évolution, si nous la supposons assez 
réduite pour que la densité du gaz placé verticalement reste 
la même dans ses difTérentes couches, en d'autres termes pour 
que le gaz ne s'affaisse pas sous son propre poids. 

Je comprime maintenant horizontalement les trois gaz, 
avec la même pression effective P, et le concours constant des 
trois pressions atmosphériques ra — SX', cr — 5X et cj — Sx". 

La loi théorique de Mariotte me donne alors, en désignant 
par x\ xel af les espaces parcourus par le poids P, dans les 
trois cyhndres 

Pour l'air atmosphérique, 

(p+n — Si) (X— œ) = {a — SX)X; 



(I) 



PX 



Pour le gaz plus léger que l'air, 



81 



(P+n— Sx') (l— a!') = (n — Sx') 1; 



Pi 



^' " - f+u-Si.' - 

Pour te gaz plus lourd qae l'air, 

(P+CT— Sx") (X— l")=(n— SX')X; 



13) 



PI 
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Ces équations mettent en évidence l'inégale compressibilité 
des gaz, quand on les comprime horizontalement, dans l'at- 
mosphère, avec la même pression effective et au niveau qui 
leur convient. 

Paul. — Mais si, au lieu de le comprimer horizontalement 
dans ces conditions, on les comprime verticalement avec la 
même pression effective et le piston atmosphérique constant 
qui leur convient, les équations précédentes subsisteront-elles 1 
Emile. — Elles subsisteront, ainsi que Je vais maintenant 
TOUS le démontrer. 

Quand j'ai établi , dans notre dialogue n° 1 5, l'équation géné- 
rale qui forme la hase de la nouvelle théorie de la compres- 
sion des gaz, j'ai disposé le cylindre gazeux horizontalement 
poar n'avoir pas à tenir compte de la variation du magasin 
statique du gaz. 

Mais par le fait, cette variation n'a pas d'influence sur la 
valeur du magasin élastique E que le gaz conserve après la 
compression, et alors que le magasin calorifique Q est entiè- 
rement dissipé. 

La compression verticale d'un gaz peut s'opérer de deux 
manières : de haut en bas ou de has en haut. Dans le premier 
cas, le magasin statique est diminué. Il est au contraire aug- 
menté dans le second. 
Je considère d'ahord le premier cas. 
La pression effective étant représentée par le poids P, la pres- 
sion atmosphérique par le piston constant a — q, et le poids 
du gaz étant égal à q, l'équation générale de la compression 
sera 

soit, après réductions, 

(4) (p+u-q)x+q^~Q = E-u-q)\. 
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Or^ le magasin calorifique Q représente la totalité du travail 
perdu pendant la compression^ c'est-à-dire la différence des 
magasins statiques du poids P, du piston cr — q et du poids q 
du gaz avant et après la compression. On a donc 






(5) 
et 

(6) E=(tJ— q)X. 

Je considère maintenant le second cas. 

Fig. 53. 
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Le cylindre gazeux est disposé verticalement^ comme Tin- 
dique la f.g, 53. Le fond supérieur est fixe. Quand le gaz est 
détendu sur la longueur X^ le fond inférieur est remplacé par 
un piston sans masse aa soutenu au moyen de poulies par un 
contre-poids ^-ht?— g=c7 représentant à la fois et le poids 
du gaz et le piston atmosphérique xs—q de ce gaz. Le vide 
existe alors au-dessous du piston a a ; et le gaz se maintient en 
équilibre comme dans le premier cas. 

L'équation de la compression sera 
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soit, après réductions^ 

(7) ' (P + a)ar-.g|-Q=E-.(Ti-9)X, / 

équation identique avec l'équation (4). 

En égalant le magasin calorifique Q à la différence des ma- 
gasins statiques^ on retrouve les équations (5) et (6) . 

pans le premier cas la valeur du magasin élastique E est 
(P+ny— g) Q^—x) ; ce qui nous donne, comme dans le cas de 
la compression horizontale 

(P+cj— g)(X— a?) = Cny— g)X; œz= ^^ 



P-hny— g" 



Dans le second cas, la pression absolue inférieure étant 
P+u, la pression absolue supérieure est P -t-ny—g, et le maga- 
sin élastique E est le même que dans le premier cas. 

Nous devons conclure de cette analyse que^ quelque soit le 
mode de compression employé^ le piston atmosphérique res- 
tant constant^ la variation du magasin statique du gaz n'a d'in- 
fluence que sur la valeur du magasin calorifique dû à la com- 
pression, et n'altère nullement la loi théorique de Mariette. 

Paul. — Ce résultat complémentaire de votre théorie n'est 
pas sans importance^ surtout quand il s'agit de discuter des ^ 
expériences de compressibilité. 

Les écarts observés entre les résultats de la compression 
théorique ou horizontale et ceux de la compression verticale 
sont donc indépiendants de la variation du magasin statique 
du gaz^ et ne peuvent être attribués qu'à la différence entre le 
piston atmosphérique qui convient au gaz, et la pression 
atmosphérique qui s'exerce réellement sur le piston compres^ 
seur. 

Emile. — Nous sommes parfaitement d'accord. Les écarts 
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dont vous parlez seront plus ou moins sensibles, suivant l'ap- 
pareil compresseur employé. 

Ainsi dans l'appareil de M.Despretz, qui donne laâét&omliB^ 
tion expérimentale de la loi théorique de l'inégale compreeai- 
bilité des gaz, les écarts dont il s'agit se trouvent réduits aa* 
tant que possible. 

Imaginons en effet que les trois tubes de la fig. 52 plongent 
dans un bain de mercurej que le tout soit renfermé dans une 
cloche en verre extrêmement résistante, et qu'enfin celle cloche 
soit remplie d'eau sur laquelle on pourra exercer une forte 
pression au moyen d'un piston à pas de vis. Nous aurons ainsi 
l'appareil de M. Desprelz que je représente d'une manière som- 
maire dans la /îj. 54- 





Pour que la comparaison fût absohimeot exacte, il faudrait 
que les trois pistons atmosphériques a — Bx', ts — Si et cr — SV 
fussent égaux entre eux et à la pression rs' qui s'exerce sur le 
piston à vis compresseur. Mais en fait, par suite du peu de hau- 
teur de l'appareil, les différences entre ces pistons et la pres- 
sion o' peuvent êlre négligées. 

Les résultats de cette expérience de compression verticale 
sont donc tout à fait comparables à ceux de la compression 
théorique. 
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Ce qui noas explique pourquoi ces résultats concordent avec 
la théorie^ pour démontrer la loi de l'inégale compressibilité 
des gaz. 

Paul. — Voici un premier point qui me parait suffisamment 
édairci et qui confirme la loi théorique de Hariptte. 

Je vous propose de passer maintenant aux expériences de 
Dulong et Arago. 

Emile. — L'appareil^ dont se sont servi ces illustres pbysi* 
ciens, consistait dans un tube en verre cylindrique de im.r^o 
de hauteur environ et plongeant dans une cuvette de mercure. 

Gomme dans Texpérience de H. Despretz, on remplissait 
d'abord ce tube d'air détendu. Puis au lieu de le comprimer 

Fig. 55. 




a-BX 



avec de l'eau et un piston à vis^ on le comprimait verticale- 
ment avec une colonne de mercure (fig. 55). 

Ce mode de compression comporte une cause d'erreur pro- 
venant de ce que la pression vs' qui s'exerce au-dessus de la 
colonne mercurielle qui constitue la pression effective n'est 
pas égale au piston atmosphérique zs—^X que supporte Iç gaz 
détendu. 

Cette différence va en augmentant avec la pression. 

Toutefois, comme dans les expériences dont il s'agit, le 
maximum de la différence ts—8'k—xsf ne dépassait guère 
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ai'^.oo, la loi théorique de Hariotte la trouve peu altérée par 
cette variation de la pression atmosphérique. 

Aussi^ ces deux grands physiciens ont-ils conclu de leurs 
expériences que la loi de Mariotte pouvait être admise pour 
l'air jusqu'à 27 atmosphères. 

Paul. — Et le monde savant avait admis cette conclusion 
jusqu'à la publication des résultats des expériences récentes 
de M. Regnault. 

Emile. — Il nous reste maintenant à examiner ces belles 
expériences; et vous allez voir qu'elles n'infirment en aucune 
façon la loi théorique de Mariotte. 

L'appareil de compression employé par cet habile expérimen- 
tateur ne diffère de celui de Dulong et Aragq que par la hau- 
teur du tube manométrique qui est de 3'°.oo au lieu de i^.'jo. 

Mais la méthode suivie par M. Regnault est toute différente. 

Au lieu de comprimer le même volume de gaz détendu^ à 
des pressions sans cesse croissantes, H. Regnault commence 
par remplir le tube manométrique d'un gaz déjà comprimé^ 
et lui donne ensuite un surcroît de pression. 

Il désigne par Po et par PJes pressions absolues du gaz com- 
primé sous les volumes V^ et V|. 

PV 

Il constate alors que le rapport 5^ n'est jamais égal àl'unité. 

Il est toiyours plus grand que Tunité pour Tair, Tàzote et 
Tacide carbonique^ et toujours plus petit que l'unité pour 
l'hydrogène. 

Les différences suivent une progression croissante au fur et 
à mesure que la pression P^ et la différence de pression P|— P. 
augmentent. 

Elles sont un peu moins accusées pour l'azote que pour l'air 
atmosphérique^ et notablement plus grandes pour l'acide car- 
bonique que pour l'air. 
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Paul. — Voici bien le résumé sommaire desVésultals obte- 
nus par M. Regnault. Beaucoup de savants en ont conclu 
qu'aucun gaz ne suivait exactement la loi de Mariotte. * 

Emile. — 11 ne peut pas y avoir désaccord entre la théorie 
et les belles expériences que nous discutons en ce moment. 

Je remarque d'abord que les pressions absolues Po et P», ex- 
primées en hauteurs de mercure^ se composent : 

i^ Des hauteurs des colonnes mercurielles observées et que 
je désignerai par p^ et p^; 

2"" Des hauteurs de mercure correspondantes aux pressions 
atmosphériques qui se manifestent sur le sommet de ces colon- 
nes et que je désignerai par u^ et ui. 

On a donc 

Po = po4-CT^; et P,=:p,-4-cjr.. 

Je désigne maintenant par : 

Ts la pression atmosphérique au niveau de la cuvette mer- 
curîelle ; 

X la hauteur du gaz détendu verticalement à partir de ce 
niveau ; 

q le poids de la masse gazeuse expérimentée. 

Le magasin de travail élastique contenu dans. la masse 
gazeuse, est, d'après ce que nous avons vu 

(u — ç)X. 

Si l'expérimentateur avait pu comprimer horizontalement 
les quatre gaz qu'il a expérimentés, au niveau où la pression de 
l'atmosphère est 17 — 9, il n'eût certainement constaté aucun 
écart sensible avec la loi de Mariotte, du moins pour les trois 
gaz permanents l'air, l'azote et l'hydrogène. Mais en compri- 
mant le gaz, une première fois à la hauteur correspondante à 
la pression Uo et une seconde fois à la hauteur correspondante 
à la pression t7i, l'expérimentateur a dû nécessairement cons- 
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tater des écarts d'autant plus grands que les (rois pressions 
atmosphériques a — q, a, et ai s'éloignaient plus les unes des 
autres. 

Si au lieu d'employer, comme piston compresseur, une 
colonne mercurielle, on employait une colonne d'eau de poids 
équivalent, les écarts observés seraient encore plus grands, 
parce que les trois pressions atmosphériques dont il s'agit pré- 
senteraient, avec un manorcièlre à eau, des divergences beau- 
coup plus considérables qu'avec un manomètre à mercure. 

Paul. — Tout ceci se comprend très-bien. Mais Je ne vois 
pas encore pourquoi les écarts de l'hydrogène sont en sens con- 
traire de ceux de l'air, de l'azote et de l'acide carbonique. 

Emile. — Un peu de patience, et tout finira par s'expliquer. 

Pour cela, il faut nous reporter à l'appareil de M. Regnault 
et faire ressortir sur une épure les positions des trois niveaux 
correspondants aux trois pressions atmosphériques: 

a — 5, cj, et u,. 

Veuillez bien étudier la fig. 56, où j'ai groupé toutes les cir- 
constances de la compression verticale, avec colonnes mercu- 
rielles, des quatre gaz expérimentés par l'habile physicien. 

AM^X est la hauteur de la colonne gazeuse détendue. Cette 
quantité est variable pour chaque expérience. 

Désignons par ^ le poids du mètre cube d'air atmosphérique. 

La densité de l'acide carbonique étant 1.529, '^^^^ ^^ l'azote 
0.971 et celle de l'hydrogène 0.069, "^ poids q du gaz sera : 

Pour l'air 5l, 

Pour l'acide carbonique 1.529^,}^, ^^Ê 

Pour i'azote D.97 1 ^ X, j^H 

Pour l'hydrogène o.ot)9âx. 

Le niveau correspondant au piston n — q sera donc déter- 
miné par les hauteurs suivantes : 




Pour l'air 

Pour l'acide carbonique 
Pour l'azote 
tour l'hydrogène 



MC=i.52()l, 

MA' = o,97i;., 
MH=;o.o69À. 




Ce sont les niveaux iiuxtiuels les gaz devraient être compri- 
més horizontalement dans l'atmosphère pour être en concor- 
dance avec la loi de Mariette. 

Mais par le fait, après la première compression, les gaz sup- 
portent la pression atmosphérique tj„, correspondante à la hau- 
teur HM„ et après la seconde compression, la pression a, cor- 
respondante à la hauteur MM,. 

Je désigne, pour chaque gaz, par Y, la dilTérence de niveau 
comprise entre les pressions atmosphériques cr, eto — q, et par 
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Yi celle correspondante à la diOérence des pressions gj^ et o — 9. 

Il est à remarquer que dans toutes les expériences sans 
exception, faites par H. Regnaultsur Tazote^ Tair et l'acide 
carbonique^ les deux pressions us^ et zs^ sont toujours supé- 
rieures à la pression zs — q.En d'autres termes^ le sommet de 
la colonne mercurielle n'atteint jamais le niveau a, A ou C. 

Au contraire, dans toutes les expériences faites sur l'hydro- 
gène, les deux pressions xs^ et ts^ sont constamment inférieures 
à la pression a — g; en sorte que le sommet de la colonne 
mercurielle dépasse toujours le niveau H. 

On voit ainsi que pour les trois premiers gaz, on a constam- 
ment 

Y, > Y„ 

tandis que pour le gaz hydrogène on a, au contraire, 

Y.<Y.. 

Paul. — Voici une indication qui suffirait à la rigueur pour 
expliquer les divergences de l'hydrogène. 

Emile. -> Cela ne suffit pas. Il nous faut pénétrer plus avant 
dans cette question qui, comme vous le voyez, est passable- 
ment compliquée. 

Si les trois pressions atmosphériques zs — q, xs^etisi étaient 
égales entre elles, le magasin élastique de la première com- 
pression aurait pour valeur exacte 

(Po-î) Vo. 

Celui de la seconde compression serait 

Tous deux seraient égaux, d'après la loi de Mariette, au ma- 
gasin élastique du gaz détendu, c'est-à-dire à 
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On aurait donc Tégalité 

(a) (Po-9)Vo = (P,-9)Vt, 

de laquelle on déduirait 

(6) 



^285 



Mo 
PiVt 



= H- 






le poids q étant exprimé en hauteur de mercure. 

Ceci nous démontre tout d'abord^ qu'indépendamment de la 
variation de la pression atmosphérique, qui est la conséquence 
du mode de compression adopté, Tégalité 



(c) 



Polo 

PtV, 



= î 



ne pouvait être obtenue pour aucun gaz, dans l'appareil de 
H. Regnault. 

Ck)nsidérons maintenant le moment où le gaz est comprimé 
dans cet appareil sous le volume \. 



Fig. 57. 






rrf 



K 



rv. 



Sd ^s 
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'■\v\ 



a 



usa 



(i> 



r? 



V^Af^ 



Je remplace d'abord le fond supérieur du tube manomé- 
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trique par un pislon massH dont le poids est ci — 9 , et j'arrête 
ce piston par un taquet circulaire aa. Le vide existe au-dessus 
de ce piston. 

Je remplace ensuite la pression absolue Po=Po-'-°o exercée 
par ta colonne mercurlelle à la base du gaz comprimé par un 
piston sans masse, que je soutiens parun contre-poids p^ — q, 
et au-dessous duquel s'exerce la pression atmosphérique 
fo + q. 

Cette modification toute théorique de l'appareil de compres- 
sion ne changera pas le volume Vj, du gaz comprimé, puis- 
que l'effort total exercé à la base du gaz aura toujours pour 
valeur Pe+n, = P„. 

Le magasin de travail contenu dans la masse gazeuse sera 
donc (Po — q) Vj, comme avant la modification. 

Je supprime maintenant à la fois et le contre-poids p^^q et 
le taquet aa. 

Le gaz comprimé va se détendre en soulevant son pislOB 
atmosphérique n — q. 

Si la pression inférieure tJg+Q était égale à la somme âm 
poids du gaz et de son piston massif, c'est-à-dire à u, la base 
du gaz ne se déplacerait pas dans le tube, pendant le mouve- 
ment de détente, attendu que le gaz se trouverait en équilibre 
sur la colonne d'air atmosphérique inférieure. Mais comme cet 
équilibre n'existe pas, attendu que n^ est toujours plus grand 
ou plus petit que u — q, dans les expériences que nous exa- 
minons, le gaz détendu tendra à reprendre sa véritable posi- 
tion d'équilibre, en se balançant verticalement de part et d'au- 
tre de cette position. Le gaz détendu conservera donc, indé- 
pendamment de son magasin élastique (c; — q] >., un magasin 
de travail osciltanl que je désigne par X^, dont la valeur nécM- 
sairement positive ne dépend que de la différence absolu 
t3„-H qr — o, et croîtavec celle dilTércnce. 
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Je pose donc 

(8) (Po-9)Vo = (a--9)X^-X,. 

J'aurai de même 

(9) (Pt-9)V,=(tiT-.(ï)X+X.. 

Ce qui me donne finalement 

* ^ PiV." ^ p;v; • 

Veuillez remarquer maintenant que la différence 

représente précisément, en valeur absolue, le poids de la co- 
lonne d'air dont la longueur est cotée \^ sur la fig. 56. 
On a donc pour l'air, Tazote et Tacide carbonique 

P V 
Xo>X„ et par conséquent ^^ > i. 

Pour rhydrogène au contraire, on a X^ > X© ; et comme pour 
ce gaz le terme q (Vo— V^) est presque négligeable, on a cons- 
tamment 

PV 

Supposez maintenant que Fappareil de H. Regnault soit 
rendu mobile dans un plan vertical^ disposition peu pratique 
assurément^ mais qui permettrait de ramener le sommet de la 
colonne mercurieUe au niveau où s'exerce la pression atmos- 
phérique a — q qui convient à chaque gaz. L'expérience de 
compression verticale^ faite dans ces conditions, ferait évanouir 
les magasins de travail X« et Xi, et fournirait une vérification 
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de la loi de Hariotle^ telle qu'elle est exprimée dans la for- 
mule (6). 

Panl. — Vous Tenez de rétablir en principe Taccord entre 
la théorie et les belles expériences de H. Regnault. C'est un 
résultat important pour la science et qui^ je l'espère^ sera 
accueUli ayec faveur par le monde savant. 

Pour compléter la réhabilitation de la loi de Hariotte^ il vous 
reste à calculer la valeur des magasins de travail X^ et Xi; ce 
qui permettra de comparer entre eux les écarts donnés par les 
expériences et ceux déduits du calcul. 

Emile. — Le calcul que vous me demandez est assez délicat. 

Je vais néanmoins essayer de vous satisfaire. 



Fig. 58. 




Un gaz détendu sur une longueur A B=X est contenu dans 
un tube cylindrique et vertical. Son poids est q ; il repose sur 
me colonne d'air atmosphérique et supporte un piston mas- 
^ n — q au-dessus duquel le vide existe. 

Ia pression exercée par le gaz et son piston au sommet A de 
%^!ilonne atmosphérique étant égale a t7, il est évident que le 
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gaz ne pourra se maintenir en équilibre statique sur la colonne 
aérienne^ qu'autant que la pression atmosphérique mesurée 
au niveau A sera elle-même égale à u. 

Si Ton fait monter ou descendre la masse gazeuse, dans l'in- 
térieur du tube d'une hauteur Y, on lui communiquera un 
certain magasin de travail oscillant X dont il s'agit de calculer 
la valeur. 

Le gaz dévié de sa position d^équilibre tend à y revenir, mais 
il la dépasse^ en vertu de la vitesse acquise, et se trouve ainsi 
soumis à un mouvement alternatif dont Tamplitude est égale 
àaY. 

Ce premier point établi, considérons le gaz dans sa position 
d'équilibre. 

Si ce gaz est lui-même de Tair, son piston massifs — q 
pourra être remplacé par un piston sans masse au-dessus du- 
quel la pression atmosphérique s'exercerait. 

Si le gaz est plus léger que l'air, on ne pourra remplacer le 
piston massif tj — q par l'atmosphère, qu'à la condition de 
placer sur le gaz un poids additionnel ^X — q. 

Si, au contraire, le gaz est plus dense que l'air, ce remplace- 
ment ne pourra se faire qu'à la condition de soutenir le piston 
sans masse, placé au-dessus du gaz, par un contrepoids q — ^X. 

Le piston massif ct—^X étant le seul qui puisse remplacer 
la pression atmosphérique supérieure, pour toute colonne 
gazeuse de hauteur X, je suppose que le gaz, quel qu'il soit, 
supporte ce piston augmenté ou diminué du poids différentiel 
^X — q. 

J'estime alors que le magasin de travail X est égal à l'aug- 
mentation du magasin statique qui se produit, sous le piston 
CT — ^X, quand le gaz exécute son mouvement ascendant, 
c'est-à-dire quand le sommet de la colonne aérienne remonte 
de A^ en A". 

49 
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Il est facile de voir que celte augmentation de travail statique 
se compose: 

10 Du magasin de travail acquis par la portion de la colonne 
aérienne A^ A", dont la hauteur est 2 Y, soit 

2^Y*; 

2« Du poids du gaz multiplié par la hauteur 2 Y, soit 

29 Y; 

3° Du poids différentiel 8\ — q, multiplié par cette même 

hauteur 2Y, soit 

2Y(^X — 9). 

Ce qui donne en résumé, pour tous les gaz, 

(II) X = 2^Y(X-f-Y). 

Dans cette formule ^ désigne le poids du mètre cube d'air 
atmosphérique. Mais pour rendre le magasin de travail X com- 
parable aux quantités PqVq et P^Vi, il faut remplacer 8 par le 
rapport 

A étant la densité du mercure. 

Dans la formule (10), le poids q du gaz doit être également 
exprimé en hauteur de mercure. Nous ferons pour cette rai- 
son 

V étant la longueur de la colonne aérienne dont le poids est 
équivalent à celui du gaz. 
La formule (10) prend alors la forme suivante 

.,,^ PqVc^. , «[^^(Vo-VJ + 2(Yo-Y.)(X-f-Y,-^-YJ] 
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Paul. — En effet, votre démonstration présente un certain 
caractère de subtilité qui provoquera peut-être des objections. 

Mais le plus sûr moyen de constater si votre formule (12) est 
exacte, c'est de la mettre en regard des expériences d'un phy- 
sicien dont l'habileté et la sincérité sont proverbiales. 

Emile. — C'est la seule chose qui nous reste à faire. 

Pour la comparaison dont il s'agit, il faut calculer une série 
de quantités, d'après les données de chaque expérience. 

Je ferai d'abord 

^ /: 

a = — = 0.000 095, 

chiffre donné par M. Regnault lui-même pour la hauteur 
moyenne de la colonne de mercure correspondante au poids 
d'une colonne d'air d'un mètre de hauteur, dans les environs 
de la pression barométrique de o^.yô. 

La longueur X de la colonne gazeuse détendue est une incon- 
nue dont on ne peut obtenir la valeur que d'une manière 
approximative; Je la calcule par la formule approchée 

P V 






'0 

Z5 



dans laquelle je fais \q = S^.oo et cj = 0.76. 
La valeur de X^ se déduit immédiatement de celle de X par 

la formule 

V = pX. 

p étant la densité du gaz. 

V 

Le rapport ^ étant donné dans les tableaux de M. Regnault, 

j'en déduis, en faisant V<^= 3"* , 

V, = ^. e. V.-V.=3LWJ. 
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Les hauteurs H^ et H, des colonnes mercurielles ne sont pas 
données directement dans les tableaux de M. Regnault. 
Je les calcule d'abord approximativement en faisant ; 

Ho = Po— 0.76 et Hj=:Pi— 0.76. 

J'en déduis pour Tair, Tazote et Tacide carbonique, 

Yo =V-Ho et Y.=:V-H.-(Vo-VO. 

J'en déduis également pour l'hydrogène 

Y,=Ho-V et Y, = H,+V,-V.-À/. 

Vous voyez ainsi que les résultats qui vont surgir de la for- 
mule (12) ne présenteront pas un degré d'exactitude suffisant 
pour pouvoir les estimer avec six décimales. Toutefois, comme 

le terme exprimant l'écart est multiplié par le coefficient ^7»^ 

c'est-à-dire par un nombre qui est en général plus petit que 
0.0000 1, il est probable que l'erreur que je puis commettre^, 
avec la méthode de calcul que je viens d'indiquer, ne remonfe 
pas jusqu'à la troisième décimale. 

J'ai borné mes calculs de comparaison aux trois gaz air, 
azote et hydrogène considérés comme permanents. 

L'acide carbonique n'est pas assez élastique pour suivre b 
loi de Marioite. Les écarts calculés sont toujours beaucoup 
plus faibles que les écarts observés. 

M. Regnault a fait sur chaque gaz plusieurs séries d'expé- 
riences. J'ai pris des points de comparaison dans chaque série. 

J'ai toujours supposé le volume initial V^ égal à 3".oo. Par \ 
le fait, ce volume n'est pas toujours le même dans toutes les j 
expériences. Sa variation est très-petite à la vérité, mais c'est 
encore une cause d'erreurs pour les résultats calculés. 

Je vous soumets maintenant les trois tableaiyc que j'ai éta* 
blis pour l'air, l'azote et l'hydrogène. 
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Expérienets de M. Regkaclt sur la compres$ibililé des gaz. 

AIR ATMOSPHÉRIQUE. 

Tablean no i. 
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Expériences de M. Reghault sur la comprestibUité des gas. 

AZOTE. 
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expériences de M. Reghavlt sur la compressihilité des gas. 
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Paul. *- Ces tableaux sont très-intéressants à étudier. 

Celui de Tair atmosptiérique présente une concordance vrai- 
ment remarquable entre la théorie et Texpérience. Les diffé- 
rences sont tantôt en plus et tantôt en moins. Le maximum de 
la différence ne dépasse pas o.ooi i ; il correspond au maximum 
de l'écart observé par M. Regnault. 

La différence correspondante au plus grand écart des deux 
volumes V^ et Vj n'est que de 0.0002. 

Celle correspondante au maximum de Pi^ soit à une pres- 
sion de près de 28 atmosphères, n'est que de 0.0006. 

A mon avis, ce tableau est une des plus belles vérifications 
que Ton puisse désirer de la loi de Hariotte , en ce qui con- 
cerne l'air atmosphérique. 

Le tableau de Tazote est moins satisfaisant. 

Le maximum de la différence y atteint o.ooi5; et les diffé- 
rences en plus sont en majorité. 

Il est à remarquer toutefois que les trois différences corres- 

V P V 

pondantes aux maxima de r^, de ^^ et de Pj ne dépassent 

pas 0.0002. 

Quant au tableau de Thydrogène, il est encore moins satis- 
faisant que celui de l'azote. 

Les différences sont presque toutes en moins. Leur maxi- 
mum atteint le chiffre de 0.0026. 

Toutefois, celle qui correspond en même temps au maxima 

V PV 

de Y ^^ ^c 5^ n'est que de 0.0019, et celle correspondante 

au maximum de P^ ne dépasse pas 0.0021. 

Quoi qu'il en soit, ces trois tableaux déduits de la formule 
générale n° 12, et qui comportent nécessairement, ainsi que 
vous Tavez expliqué vous-même, plus d'une source d'erreur, 
me paraissent destinés, malgré leurs imperfections, à faire 
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évanouir les derniers doutes qui pourraient subsister sur 
l'exactitude de la loi théorique de Mariotte. 

Je crois que nous pouvons maintenant lever cette longue 
séance. 
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Les vibrations des corps élastiques. 



Vibrations des corps solides élastiques. — Passage du travail de l'état 
élastique à l'état dynamique et réciproquement. — Sections fixes et 
nœuds de vibration. — Établissement d'une formule générale qui 
donne le nombre de vibrations par i" d'un corps homogène, parfaite- 
ment élastique et de forme symétrique ; ce nombre contient néces- 
sairement la lettre 71 en dénominateur. — Concordance et désaccord 
avec les formules connues. — Discussion. — On donne trois valeurs 
différentes du magasin élastique. — Expression analytique de la force 
élastique dans le cas des vibrations. 

Emile. — Dans notre dialogue n° i3 nous avons étudié et 
analysé les mouvements allernatifs des pendules. Nous avons 
reconnu Tisochronisme de ces mouvements dans le cas où 
leur amplitude devient très-petite. On leur donne le nom de 
petites oscillations , et nos auditeurs auront remarqué que ces 
petites oscillations sont dues au passage du travail de l'état 
statique à Tétat dynamique. 

Je me propose aujourd'hui d'étudier et d'analyser les petits 
mouvements alternatifs qui se produisent quand le travail 
passe de l'état élastique à l'état dynamique et réciproquement. 

Cette transformation du travail donne lieu à des oscillations 
beaucoup plus rapides que celles des pendules. On leur donne 
en mécanique le nom de mbralions. 

Un corps solide quelconque parfaitement élastique est sus- 
ceptible de vibrer; et comme l'air atmosphérique qui l'en- 
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vironne est lui-même parfaitement élastique, la vibration du 
corps solide se communique à Tair ambiant, se propage en 
tous sens à des distances plus ou moins grandes, et finit par 
être transmise à la membrane du tympan de Foreille d'un au- 
diteur. Cette membrane étant à son tour un corps parfaite- 
ment élastique, et l'organe de Toreille étant disposé de ma- 
nière à transformer sa vibration en une sensation perçue par 
le cerveau, sous forme de son, la vibration d'un corps solide 
élastique est ordinairement accompagnée d'un son. Je dis or- 
dinairement parce que, malgré la perfection de Torgane de 
Toreille humaine, nous ne percevons les sons que dans cer- 
taines limites. 

Le son monte ou descend proportionnellement à la vitesse 
de vibration, ou, pour parler plus exactement, proportionnelle- 
ment au nombre de vibrations pendant Tunité de temps. 

Plus ce nombre est grand et plus le son devient aigu. Plus 
ce nombre est petit, et plus le son devient grave. 

Or, il y a des limites dans Vacuité et la gravité, au delà 
desquelles le son cesse d'être perceptible pour Toreille hu- 
maine. La limite de gravité est d'environ 32 vibrations et celle 
d'acuité 7,000 vibrations par seconde. 

PauL -— Je remarque que, dans la petite leçon d'acoustique 
que vous venez de nous donner, vous admettez à priori que le 
nombre de vibrations par seconde d'un corps élastique est un 
nombre constant ; c'est-à-dire que vous considérez l'isochro- 
nisme des petites vibrations des corps élastiques comme une 
loi acquise d'avance à la science. 

Emile. —Votre observation est parfaitement juste. 

Sf j'ai admis d'avance, quod erat demonstrandum, c'était 
uniquement pour rendre plus claires les observations prélimi- 
naires que je tenais à présenter à nos auditeurs, avant d'abor- 
der le côté scientifique de la question. Mais je reconnais que 
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risochronisme des petites vibrations des corps élastiques est une 
loi qui^ bien que constatée par de nombreuses expériences 
d'acoustique^ doit avant tout être consacrée par l'analyse. 

Je me propose donc de la faire ressortir tout d'abord du 
grand principe de la conservation du travail. 

Considérons un corps solide homogène, parfaitement élas- 
tique^ qui vient d'entrer en vibration par suite d'une cause 
quelconque. En général l'œil ne pourra pas saisir le petit mou- 
vement vibratoire ; mais le son perçu par Toreille sera pres- 
que toujours un indice de ce mouvement; et au défaut de 
l'oreille^ des appareils de réflexion très-ingénieux, inventés 
dans ces derniers temps par d'habiles physiciens^ le mettront 
en évidence. 

Le mécanicien^ substituant la puissance du raisonnement à 
celle des appareils les plus perfectionnés^ considère le mouve- 
ment vibratoire dont il s'agit comme la conséquence néces- 
saire d'un déplacement du centre de gravité du corps vibrant^ 
par rapport à la position qu'il occupe dans son état de repos 
ou d'équilibre^ déplacement qui est lui-même le résultat d'une 
petite déformation temporaire. 

Quand le centre de gravité est déplacé^ le corps est dé- 
formé et acquiert ainsi un certain magasin de travail élas- 
tique. ' 

En vertu de la parfaite élasticité que nous lui supposons^ le 
corps déformé tend à reprendre sa forme primitive ; en d'autres 
termes, le centre de gravité déplacé tend à revenir à sa posi- 
tion d'équilibre. 

Mais en vertu de la vitesse acquise, il dépasse cette position, 
et produit ainsi dans le corps une déformation dans unsens 
opposé à la première. 

Le corps acquiert alors un second magasin de travail élasti- 
que nécessairement égal au premier, abstraction faite des ré- 
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sistances passives^ conformément au principe de la conserva- 
tion du travail. 

Le mouvement vibratoire se trouve ainsi expliqué mécani- 
quement par la transformation successive et alternalive du 
travail de Tétat élastique à l'état dynamique. 

Admettez-vous cette définition mécanique du mouvement 
vibratoire ? 

Paul. — J'admets certainement le passage du travail de 
l'état élastique à Tétat dynamique et réciproquement. 

En effets le corps vibrant étant disposé de manière à ce que 
son magasin statique ne varie pas pendant le mouvement ; et 
ce corps étant en outre supposé parfaitement élastique, aucun 
magasin statique ou calorifique ne doit rester dans Téqualion 
du mouvement, qui ne contiendra par conséquent que des^ 
magasins dynamiques et élastiques. Il reste sous-entendu toute- 
fois que le mouvement vibratoire ne développera aucun 
travail sous la forme électrique ou lumineuse. 

Mais je fais une première réserve en ce qui concerne le dé^ 
placement du centre de gravité du corps vibrant. Je dis qu'un 
corps élastique peut entrer en vibration, son centre de gravité 
restant immobile. Je vous cite, entre autres, l'exemple d'une 
verge élastique, rendue libre à ses deux extrémités, qui peut 
vibrer longitudinalement sans que son centre de gravité soit 
déplacé. 

Emile. — Je vous accorde cela. Mais veuillez remarquer 
que dans le cas que vous citez, chaque moitié de la verge vibre 
séparément, et qu'il convient alors de considérer le système 
en mouvement comme composé de deux corps vibrant sé- 
parément dans les mêmes conditions et faisant entendre le 
même son. 

Un corps élastique en vibration est, comme tout autre corps, 
soumis à la loi de la pesanteur. Il faut donc bien admettre 
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qu'il est maintenu par un appui quelconque dans la position 
qu'il occupe, quand il ne vibre pas; en d'autres termes, que 
Tune au moins de ses sections est fixe. 

La section fixe ne pouvant pas transmettre le mouvement 
vibratoire, je dois la considérer comme limitant le corps vibrant. 

Quand une seule section sera fixe, si c'est une section ex- 
trême, le corps vibrera d'une seule pièce, si c'est une section 
médiane, le corps se trouvera partagé en deux parties qu\ vi- 
breront séparément. 

Si deux sections sont fixes, j'aurai d'abord à considérer le 
mouvement de la partie comprise entre ces deux sections, et 
s'il y a lieu, celui des parties situées au delà. 

Si le corps présente plusieurs sections fixes, je procéderai 
de la même façon. 

En résumé , quand il s'agira d'évaluer le déplacement du 
centre de gravité et le magasin élastique d'un corps en vibra- 
tion, je ne dois considérer que la partie de ce corps comprise 
entre une section fixe et une section extrême libre, ou bien 
entre deux sections fixes consécutives. Il ne saurait y avoir 
d'incertitude à cet égard. 

Paul. — Cette explication était nécessaire ; mais je ne la 
crois pas suffisante. 

L'expérience a démontré depuis longtemps qu'indépen- 
damment des sections fixes, d'autres sections pouvaient rester 
immobiles pendant le mouvement vibratoire. On les nomme 
nœuds de vibration, lignes nodales, surfaces noda/cs. Admettez 
dans une verge élastique disposée horizontalement deux sec- 
tions fixes et un nombre impair de nœuds intermédiaires, divi- 
sant l'intervalle compris entre les deux sections fixes en un 
certain nombre de parties, et vous aurez encore un exemple 
d'un corps vibrant, ou, si vous voulez, d'une portion de corps 
vibrant, dont le centre de gravité reste immobile. 
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Emile. — Que la section du corps soit rendue fixe d'avance, 
ou qu'elle se fixe d'elle-même, en devenant nœud, par suite du 
mouvement vibratoire, cela revient absolument au même. La 
partie du corps vibrant que je devrai considérer sera toujours 
celle comprise entre deux sections fixes, qui pourront être 
deux nœuds de vibration. 

Paul. — Ce point me paraît maintenant suffisamment 
éclairci. Mais il me reste encore une explication à vous deman- 
der relativement au travail élastique dû à la déformation. 
. Vous me paraissez admettre d priori que, dans son état d'équi- 
libre ou de repos, le corps ne possède aucun magasin élastique, 
et qu'il n'en acquiert que par suite de sa déformation. Or, une 
corde tendue entre deux points fixes possède déjà un certain 
magasin de travail élastique par le fait seul de sa tension. Celui 
qu'on lui communique, en l'écartant de la position rectiligne 
pour la mettre en vibration, n'est donc qu'un magasin élas- 
tique supplémentaire. 

Emile. — Votre observation est parfaitement juste. Pour 
traiter la question dans toute généralité, il faut considérer le 
magasin élastique dû à la déformation temporaire du corps 
vibrant comme total ou supplémentaire, suivant l'état élastique 
dans lequel se trouve le corps quand il ne vibre pas. 

Paul. — Nous voici maintenant d'accord sur les préli- 
minaires. 

Emile. — Je puis alors soumettre la question au calcul. 

Je désigne par m la masse du corps ou de la portion de corps 
vibrant définie comme ci-dessus, par E le magasin de travail 
élastique, ou plus généralement le supplément de magasin 
élastique que le corps acquiert par suite de sa déformation 
temporaire, et par e le déplacement du centre de gravité de la 
masse m. 

Il est évident que le magasin élastique E est fonction du 
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déplacement e ; je puis donc poser 
(I) E = r(e). . 

En développant^ suivant la formule de Mac-Laurin^ j^obtiens 

(2) E==no)-^r{o)e+r{of^-hr^^^^ \ 

E s'annulant avec e, j'en conclus d'abord que 

f{o)=o. 

Dans le mouvement de vibration de la portion de corps élas- 
tique que nous considérons , le centre de gravité passe alter- 
nativement d'un côté et de Tautre de sa position d'équilibre. 
Nous avons admis déjà que le corps était homogène. Admet- 
tons, en outre, que sa forme est symétrique par rapport à un 
plan quelconque passant par le centre de gravité, quand le 
corps se trouve à Télat de repos. Il est évident que le même 
magasin élastique E correspondra à la même valeur absolue 
de e, quel que soit le signe de ce déplacemefit e. J'en conclus 
que, dans la formule (2), toutes les dérivées d'ordre impair de 
f(o) doivent être nulles. 

La formule (2) se réduit alors à 



e* 



(3) E=no)j-Hr'(o)^-f-.... 

Le déplacement e étant toujours très-petit dans les mouve- 
ments vibratoires, et surtout dans ceux qui produisent un son, 
je négligerai sa 4* puissance ainsi que ses puissances paires 
supérieures à la 4®, et j'écrirai simplement 

(4) E=f/f(o)^ = Ae\ 
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A étant un coefficient qui ne dépend que de la nature et de la 
forme du corps élastique. 

Paul. — J'admets cette équation pour les corps élastiques 
homogènes et de forme symétrique. 

Emile. — Soient maintenant: 

E^ le magasin élastique correspondant au déplacement 
maximum ei du centre de gravité ; 

D le magasin dynamique correspondant à un déplacement 
quelconque e; 

D^ le magasin dynamique que le corps possède quand son 
centre de gravité passe par la position d'équilibre. 

D'après le grand principe de la conservation du travail, nous 

devons poser 

D, = E, = E-f-D, 

ce qui nous donne 

(5) D = E, — E = A(eî— e*). 

Le magasin dynamique D est celui que le corps acquiert 
quand le centre de gravité passe de Tune de ses deux positions 
extrêmes à une position intermédiaire, c'est-à-dire quand il a 
parcouru la distance e^ — e. Nous avons donc 

ce qui nous donne finalement 

Telle est l'équation générale du mouvement vibratoire d'un 
corps solide élastique, homogène et de forme symétrique. 

Paul. — J'admire sa simplicité. Mais je constate avec regret 
qu'elle ne s'applique qu'à des corps de forme symétrique, alors 
que chaque Jour nous entendons vibrer des corps de forme 
quelconque. 

20 
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Emile. «- Mais qui nous dit que les corps vibrants de forme 
quelconque ne se partagent pas spontanément^ au moyen de 
noeuds^ lignes nodaies ou surfaces nodales, en parties de forme 
symétrique dont le centre de gravité se déplace également de 
part et d'antre de sa position d'équilibre ? Une telle hypothèse 
n'est nullement inadmissible. 

Qud qull en soit^ prenons Téquation (6) dans les conditions 
où elle Tient d'être établie. Le nombre de cas où elle est appli- 
cable est assez grand, pour nous consoler de son absence de 
généralité absolue^ si tant est qu'il en soit ainsi. 

Je tire successivement de cette équation 



/ \ j# 4 /^ ^^ 4 r\ / m de ir^ / 



m 

2Â' 



Le temps t est celui que le corps vibrant emploie pour re- 
venir de l'une de ses positions extrêmes à sa position d'équi- 
libre. 11 représente le quart de la durée d'une vibration 
complète. 

Si donc je désigne par T la durée d'une vibration complète 
et par N le nombre de vibrations complètes dans l'unité de 
temps, j'aurai 

«t 



^^^ ^'=î=HÎï\/ 



2A 

m 



Ce qui nous démontre : 

i* Que les vibrations des corps élastiques, homogènes et de 
forme symétrique sont isochrones ; 

2* Que le nombre N de ces vibrations par i" est inversement 
proportionqel au rapport tu de la circonférence au diamètrei 
comme celui des petites oscillations des pendules. 



I 
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Paul. — Je constate ici avec regret que celte dernière con- 
clusion est en désaccord avec la plupart des résultats donnés 
dans les traités de mécanique. Ainsi, pour ne citer tout d'abord 
qu'un seul exemple, la lettre ir n'entre pas dans la valeur du 
nombre de vibrations transversales par seconde d'une corde 
tendue, valeur calculée avec une analyse des plus savantes, 
par les illustres géomètres d'Alembert et Poisson. 

Emile. — Je constate à mon tour : 

lo Que la lettre tu entre en dénominateur dans la valeur, 
donnée par Poisson, du nombre de vibrations transversales 
par i^' des verges élastiques ; » 

20 Que ce même rapport tu entre également en dénomina- 
teur dans la formule générale, donnée par ce grand géomètre, 
pour le nombre des petites oscillations exéculées, dans Tunité 
de temps, par un corps bu un système de corps soumis à des 
forces quelconques. Cette formule est en effet 

(a) -^ = iVp" 

p étant racine d'une certaine équation 

A=o, 

résultat d'une analyse savante que nous n'avons pas à discuter 

iciC). 

Or, réquation générale (a), due à Poisson, concorde parfai- 
tement avec l'équation (9), en faisant 



P 



2A 
m' 



(*) Voir le Traité de Mécanique de Poisson, 2e volume, pages 384, 432 
et 434. 
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Vous voyez qu'avec un point de départ lout différent de celui 
de notre grand géomètre, dont la savante analyse est basée sur 
la considération exclusive des forces, on arrive au mêmp ré- 
sultat, par la considération exclusive du travail transformé, 
avec une analyse des plus élémentaires. 

Paul. — Il est certain que jusqu'à présent votre méthode 
n'exige pas de calculs transcendants. Reste à savoir mainte- 
nant comment vous parviendrez à calculer votre coefflcient A. 
Hais, en attendant, le désaccord partiel que j'ai signalé n'en 
subsiste pas moins. Comment Texpliquez-vous? 

Ëmîle. — Permettez-moi de vous faire remarquer que vous 
êtes par trop exigeant. Je viens de constater un accord remar- 
quable dans deux formules générales obtenues par des métho- 
des bien différentes. Des divergences vont maintenant surgir 
dans les applications. En ce qui concerne la formule (9), les 
résultats partiels que nous en déduirons comporteront néces* 
sairement la lettre 77 en dénominateur. S'il n'en est pas de 
même pour tous les résultats partiels comparables que nous 
trouverons dans les traités de mécanique, c'est que ces résul- 
tats n'auront pas été déduits de la formule générale (a) de 
Poisson. 

Je vous propose de passer maintenant aux applications, sauf 
à revenir sur les divergences, au fur et à mesure qu'elles se 
présenteront. 

Paul. — J'accepte votre proposition. Une discussion générale 
manquerait de précision. Peut-être trouverons-nous une expli- 
cation plausible des divergences dans chaque cas particulier. 

Emile. — Pour appliquer la formule (9), il faut calculer le 
coefûcient A, au moyen de la formule (4) 



A = -^« 
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Mais avant d'aborder les cas particuliers, il est indispensable 
de compléter Tétude préliminaire que nous avons faite du 
magasin de travail élastique dans notre dialogue n^ 4* 

L'expérience a démontré que si Ton soumet un fil flexible et 
parfaitement élastique à l'action d'un poids Q^ qui dans la posi- 
tion d'équilibre du fil y détermine un allongement a, la valeur 
de .a est donnée par la formule 

(10) à = f- 

Le poids Q représente .alors la tension du fil; 

I est la longueur primitive du fil non tendu; 

K le coefficient d'élasticité à rextensiondu fil expérimenté. 

La valeur de K étant égale à 

a 

on voit que ce coefficient n'est autre que le poids qui serait 
susceptible de produire un allongement a = Z, c'est-à-dire de 
doubler la longueur du fil, en supposant son élasticité indé- 
finie. 

Soit maintenant P le poids qui^ suspendu au fil et tombau 
librement, serait susceptible de produire l'allongement a. 
D'après ce que nous avons vu dans notre dialogne n° 4î 1^ 
magasinélastique £ que possède le fil, quan4 son allongement 
est Uy a pour première valeur 

(il) E = Pa. 

Ce magasin de travail élastique E a également pour valeur 
le travail fait par la tension variable du fil, laquelle va en crois- 
sant depuis jusqu'à Q. 

Si donc je désigne par X cette tension variable et par z l'ai- 
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loDgement yariable correspondant^ je puis écrire 

(12) E=/'xdjs. 

La formule (lo) nous donne 

Donc: 

Ce qui nous donne, pour la valeur du magasin élastique E^ 
une seconde compression 



(i4) E = 



2( 



Remplaçons enfin dans cette dernière formule K par sa 
valeur tirée de Téquation (lo), et nous aurons une troisième 
expression du magasin élastique E^ savoir 

(r5) E = ^«. 

En résumé le magasin de travail élastique que possède un 
fil flexible dont la longueur est l^ avant sa tension, et dont 
l'allongement est a, peut s'exprimer analytiquement de trois 
manières différentes 

E = Pa = Q^3=K^!. 

2 2( 

Ces formules ne sont point spéciales aux fils flexibles. 

L'expérience a démontré depuis longtemps que la formule 
(lo), qui donne le rapport entre la tension et rallongement, se 
vérifiait pour tous les corps solides élastiques de forme prisma- 
tique. Elle s'applique même aux compressions produites sur 
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les corps par un effort agissant dans le sens de leur longueur 
et tendant à les raccourcir. Dans ce cas, le coefficient K repré- 
sente rélasticité à la compression. Or, les deux valeurs de K à 
l'extension et à la compression sont sensiblement les mêmes 
pour un corps solide prismatique, tant qu'on ne dépasse pas 
les limites de son élasticité. 

Nous voici maintenant en possession des mesures cTéva- 
luation des magasins de travail élastique qui se manifestent 
dans les vibrations des cordes flexibles et des corps prisma* 
tiques élastiques que Ton désigne ordinairement sous le nom 
de verges élastiques. 

Comme je n'ai pasFintention d'analyser d'autres mouvements 
vibratoires, nous commencerons les applications quand vous 
voudrez. 

Paul. — Permettez-moi auparavant de vous réclamer l'exé- 
cution de la promesse que vous nçus avez faite, dans notre 
dialogue n®^ 4 relativement à Te^ij^ression analytique de la 
force élastique. 

Emile. — Nous pouvons maintenant calculer cette force, 
dans le cas particulier d'un corps élastique symétrique dont 
l'amplitude de déformation est très-petite. 

Soit f cette force, et Q la quantité de mouvement que pos- 
sède le corps quand le déplacement du centre de gravité est 
égal à e. Nous aurons^ conformément à la définition générale 
de la force 

Différentions maintenant l'équation générale (6)^ nous ob- 
tiendrons^ toutes réductions faites^ 

(i6) /• = mj|= — 2Ae. 



312 DIALOGUE N° 19. 

C'est Texpression de la force élastique des corps vibrants. 

Vous voyez qu'elle est proportionnelle à la première puis- 
sance du déplacement e du centre de gravité, déplacement 
supposé très-petit dans le cas que nous considérons. 

Paul. — J'espérais que vous alliez nous donner une expres- 
sion générale de la force élastique, tandis que vous vous bor- 
nez au cas particulier des corps vibrants. 

Emile. — Je regrette de ne pas me trouver en mesure de 
vous satisfaire. 

Veuillez remarquer du reste qu'avec une méthode fondée 
sur la considération des magasins de travail^ la valeur de la 
force élastique nous importe peu , puisqu'elle n'entrera pas 
dans les calculs. 

Paul.— Je vous propose de renvoyer les applications à notre 
prochaine séance. 



DIALOGUE W 20. 

Les cordes vibrantes. 



Vibrations transversales et longitudinales des cordes flexibles. — Expres- 
sion analytique du nombre de vibrations transversales par i". — 
Désaccord avec la formule donnée par d'Alembert et Poisson.. — 
Discussion. — Expression analytique du nombre de vibrations longi- 
tudinales par i". — Désaccord avec la formule donnée par Poisson. 
— Discussion. — Théorie des sons harmoniques des cordes basée sur 
le principe de la conservation du travail. — Sons harmoniques longi- 
tudinaux. — Sons harmoniques transversaux. — La théorie indique 
que le son fondamental ne peut coexister qu'avec un son harmonique 
impair. 

Emile. — Je vais d'abord appliquer la formule générale (9) 
aux vibrations des cordes flexibles. 

Pour feire vibrer une corde flexible, on commence par la 
tendre entre deux points fixes. 

Soit Q le poids qui exprime la tension de la corde, E le ma- 
gasin de travail élastique de la corde tendue, l la longueur de 
la corde non tendue, X la longueur de la corde tendue et a l'al- 
longement produit par la tension Q. 

Nous poserons tout d'abord 



X=/-f-a; E = — =— T-. 

2 2/ 



K étant le coefficient d'élasticité de la corde. 

La corde étant ainsi tendue entre ses deux points fixés, je 
puis la faire vibrer de deux manières différentes. 
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En l'écartant de sa position rectiligne, je lui imprimerai un 
mouvement de vibration transversal. 

En la frottant dans le sens de sa longueur^ de manière à 
déplacer son centre de gravité suivant la ligne des'deux points 
fixes^ je puis lui imprimer un moyvement de vibration longU 
iudinaL 

Ce dernier mode de vibration donne lieu à des sons beau- 
coup plus aigus que le premier. 

Considérons d'abord le cas des vibrations transversales. 




JVC 



Quand la corde est tendue dans la position rectiligne ÂoB, 
elle possède un premier magasin de travail élastique E. 

Quand elle occupe Tune des deux positions extrêmes A MB, 
A M^ B, son magasin élastique devient 

E + Ei. 

C'est ce magasin supplémentaire Ej qu'il s'agît d'évaluer et 
de reporter dans la formule (9) de notre précédent dialogue : 



(o) 



2Tz\ m 2ir V ^wej 



Soit 8 rallongement supplémentaire AMB — AoB que subit 
la corde dans sa position extrême^ nous aurons : 



K{a-hef 
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Par suite 

(i) E, = i^^(2a6 + 6«); 

01 
et en remplaçant K par la valeur — » 

(a) E. = Q(e + |j). 

Telle est la valeur exacte du magasin élastique supplémen-^ 
taire E4. 

L'allongement supplémentaire e étant très-petit par rapport 
à l'allongement a, je néglige^ dans la formule précédente, le 

terme — , et j'écris simplement 
(3) E,=Qe. 

Il s'agit maintenant de calculer le déplacement e^ du centre 
de gravité de la corde^ quand elle occupe la position extrême 
AHB. 

Désignons par h la flèche M. 

Quelle que soit la courbe AM B,en raison de l'extrême petitesse 
de la flèche A, je remplace cette courbe par le triangle isoscèle 
AMB. 

Paul. — Mais ceci est une hypothèse que vous faites sur la 
figure de la corde déformée. 

Emile. — J'en conviens, et je serai même obligé de faire 
une hypothèse analogue, dans tous les mouvements vibra- 
toires que j'aurai à examiner. Je ferai toujours l'hypothèse la 
plus simple, en tenant compte d'ailleurs des résultats de l'ob- 
servation. 

Dans le cas que nous considérons ici, l'hypothèse la plus 
simple sur la figure de déformation est la forme triangulaire. 
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C'est celle que prendrait nécessairement la corde, supposée 
parfaitement flexible^ si on la tendait au moyen d'un poids 
suspendu à son centre. 
AMB étant ainsi, par l'hypothèse, un triangle isoscële^ AoM 

devient un triangle rectangle, dont les trois côtés sont—» 

et h. 



J'en déduis 



m^h"-' 



soit, en négligeant, comme je l'ai déjà fait, le quarré e' 

2ft* 



(4) 



Cette valeur de e reportée dans l'équation (3) me donne 



(5) • E, = 



X 



Il est évident que, dans l'hypothèse de déformation trian- 
gulaire, le centre de gravité de la corde déformée se trouve 
au milieu de la flèche oM=h. Nous avons donc ' 

(6) e.=^; 
ce qui nous donne finalement : 

(7) A_^ = -j^. 

Je reporte cette valeur de A dans la formule (o), en y rem- 
plaçant m par - , p étant le poids de la corde, et j'obtiens pour 

if 

le nombre de vibrations transversales complètes par i'^ d'une 
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corde flexible : 



(8) 



27U V X p lU V pX 



Paul. — Poisson donne, en prenant vos notations; 



(») "^Wi- 



La divergence n'existe que dans le coefficient. 

Dans la formule de Poisson la lettre tt est remplacée par le 
nombre 4- 

La cause de cette petite divergence est assez difficile à saisir^ 
en raison de la grande différence entre les deux méthodes 
suivies. 

En voici toutefois une explication très-simple et qui me 
paraît probable. 

Supposons qu'au lieu de calculer exactement la vitesse du 
centre de gravité du corps vibrant, on admette à priori^ et 
comme résultat très-approximatif, que cette vitesse moyenne 
est égale à la moitié de la vitesse maximum, qui se produit 
quand la corde passe par sa position rectiligne. Cette vitesse 
maximum se déduit de Téquation (6) de notre précédent dia- 
logue, en y faisant p=o. Sa valeur est donc 



V m 



— I 
m 



Soit maintenant u la vitesse moyenne égale par hypothèse à 



-, nous aurons 



u=-ii/ — ; et tit = e.y 
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ce qui dous donne successivement 





soit^ pour le cas que nous considérons^ 




^=Ivf 



ffû. 



formule identique avec celle de Poisson. 

Je vous donne du reste cette explication sous toute réserve. 

Émilé. — Cette discussion n'a pas^ suivant moi^ une très- 
grande importance. 

La divergence n'existant que dans le coefficient^ qui dans un 
cas prend la valeur o.5o et dans l'autre la valeur 0.637, ^®s lois 
fondamentales des vibrations transversales des cordes, lois 
vérifiées par de nombreuses expériences, restent les mêmes 
d^ns les deux formules. Il n'y a de changé que la hauteur ab- 
solue du ton fondamental correspondant à la vibration de la 
corde entière. 

Je me réserve d'aborder plus loin la question des sons har- 
. moniques, qui sont le résultat de la division spontanée de la 
corde vibrante en parties égales. 

Pour le moment je n'ai rien à vous dire de plus sur les vi- 
brations transversales des cordes. 

Nous allons, si vous le voulez, passer aux \ibrations longitu- 
dinales. 

Dans ce mode de vibration la longueur totale X de la corde 
tendue reste la même ; mais nous devons admettre , dans le 
cas le plus simple, qu'une moitié de la corde se raccourcit pen- 
dant que l'autre s'allonge de la même quantité e. 

Le magasin primitif élastique de la corde étant : 

2I 
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le magasin de la portion raccourcie sera 

et celui de la portion allongée sera 

Nous aurons alors, pour le magasin élastique supplémen- 
taire El : 

(9) E.^E'+E/'-E = f(f + 2e')-^a' = ^. 

Il faut maintenant calculer e^ en fonction de e, c'est-à-dire le 
chemin parcouru par le centre de gravité de la corde en fonc- 
tion du déplacement de la tranche médiane. 

C'est ici qu'il est nécessaire de faire une hypothèse sur la 
répartition de la matière de la corde dans la partie raccourcie 
et dans la partie allongée. 

L'observation ne nous donne aucune indication directe à cet 
égard. J'admettrai l'hypothèse la plus simple : celle d'une ré- 
partition égale dans ces deux parties. 

Il est facile de voir que ce mode de répartition nous conduit 
à l'équation : 

(10) ^i=i^- 

Nous avons donc^ pour le cas des Vibrations longitudinales 
des cordes flexibles : 

. E, / 8K 



(II) N = -^v/i^ = Bi/e 
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Cette formule ne diffère de la formule (8) que par le chan- 

gement de ^ ^n y 

Le rapport R des nombres de vibrations longitudinales et 
transversales d'une même corde est donc 



(-) ,R = VS7' 



Soit, en remplaçant X par l-ha 



r^-S/lH): 



et en remplaçant j par ^, conformément aux formules {i4) 
et (i5) de notre précédent dialogue. 



06) R=V| 



I. 



PauL — Comparons maintenant ces résultats à ceux donnés 
par Poisson. 

Le grand géomètre trouve pour le nombre de vibrations lon- 
gitudinales d'une corde flexible, la formule 



(6) W 






Même désaccord sur le coefficient, que dans le cas des vi- 
brations transversales, et en outre changement de / en X, 

Il en résulte que le rapport R donné par Poisson est simple- 
ment : 



(c) 



-v'I 
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Emile. — Vous nous avez doDoé sur la divergence du coel- 
ficient une explication qui me paraît acceptable, mais que 
cependant je laisse entièrement sous voire responsabilité. 

Voici maintenant une nouvelle divergence, sans aucune im- 
portance du reste, attendu que les longueurs X et ( sont exUè- 
meraent peu différentes l'une de l'autre. Je ne pense pas que 
vous ayez la prétention de nous l'expliquer, et je vous propose 
de passer outre, 

Paul. — NoQ certainement, je n'ai pas cette prétention. 
Mais, avant de passer outre, j'ai une petite remarquée faire ici. 

Poisson fait observer que le nombre de vibrations longitu- 
dinales par i" d'une corde flexible, et par suite la hauteur du 
produit, sont indépeudants de la tension Q de la corde. 
. Cependant, ajoute-t-il, l'observation indique que le ton lon- 
gitudinal augmente un peuavec cette tension. 11 attribue cette 
circonstance à ce que la longueur de la corde vibrante restant 
la même, son poids p diminue quand on l'élend davantage. 

En raisonnant d'après voire formule (i i), on explique ce fait, 
non-seulement par la diminution du poids p de la corde 
TÎbrante, mais encore par la diminution de sa longueur primi- 
tive f, puisque, d'après le mode de tension employé par les 
expérimentateurs, la longueur X de la corde tendue reste cons- 
tante. 

Vous voyez que ma remarque est eu faveur de votre théorie, 
puisque j'en déduis deux raisons, au lieu d'une seule, pour 
expliquer un fait constaté par l'expérience. 

Emile. — Aussi je m'empresse de vous en remercier. 

Nous allons maintenant, si vous y consentez, aborder la ques- 
tion des sons harmoniques produits par les cordes vibrantes, 
soit transversalement, soit longitudinalement, quand, par suite 
du mouvL'ment vibratoire, elles se partagent spoulanémeat en 
.plusieurs parties. 



I 
I 



Puisqu'il s'agit ici de sods musicaux, je crois devoir toul 
d'abord rappeler à nos auditeurs les noies de la gamme, en pla- 
çant au-dessous des nombres proportionnels à la quotité des 
vibrations correspondantes à chaque note : 



ut, - 



-mt — fa —sol — la - 

_5_4_3_5 
4 3 2 3 " 



itîCT 



Quelle que soit la note musicale équivalenteauson produit'^ 
une corde vibrante qui donne le ton fondamental, ce qui arrive 
quand 11 n'existe aucun nœud do vibration entre les deux sec- 
tions fixes de la corde, nous pouvons toujours supposer, pour 
plus de simplicité, que cette note est un ut, et représenter le 
nombre de ses vibrations par l'unité. 

Les sons harmoniques sont alors ceux dont les nombres de 
vibrations correspondent aux chiffres : 

2 — 3 — 4 — 5 — 6 — 7, etc. , etc. 

Le premier harmonique est le son 2, c'est-à-dire l'octave du 
son fondamental. 

Le second harmonique est le son 3. C'est l'octave du sol, ou 
la quinte aiguë du son fondamental. 

Le troisième harmonique, soit le son 4, est la double octave 
du son fondamental. 

Le quatrième harmonique, soit le son 5, est la double octave 
de mi, ou la tierce sur-aiguë du son fondamenlaL 

Le cinquième harmonique, ou te son 6, est tout simplement 
l'octave du second, soit la quinte sur-aiguëdu ton fondamental. 

Le sixième harmonique, ou le son 7, n'existe pas dans la 
série de la gamme prolongée indéSniment. Aussi il est consi- 
déré comme discordant. 

Le septième liarmoniq«e,ouleson8, est l'octavedutroÎBÏèmfi. 
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Le huitième harmonique, ou le. son 9, est la triple octave 
du ré. Bien que ce son 9 se trouve dans la série du la gamme, 
il est considéré comme discordant par les musiciens. 

En résumé.les sons harmoniques que l'oreille perçoit faci- 
lement, et qiii sont en concordance avec le ton fondanu-ntal, 
sont représentés par les sons a, 3, 4> 5, 6 et 8. 

Tous ces sons correspondent aui trois notes ut, mi et sol, 
dont l'ensemble constitue ce que l'on nomme l'accord parfait. 

C'est surtout en faisant vibrer les cordes transversalement 
que l'on constate la présence des sons harmoniques qui, dans 
certains cas, peuvent coexister avec le son fondamental. 

Hais l'expérience les a constatés également dans les cordes 
vibrant longitudinalement. 

Je vais d'abord examiner ce dernier cas. 

Comment expliquer théoriquement qu'une corde qui rend 
le son fondamental i, quand elle vibre longitudinalement tout 
d'une pièce, c'est-à-dire avec un seul ventre de vibration au 
milieu, puisse faire entendre un son harmonique quelconque 



Reportons-nous à la formule (11), 
luV pi 



qui donne le nombre de vibrations longitudinales d'une corde 
tendue dont le poids est p et la longueur t, avant sa tension. 

Admettons, ce qui est du reste vérifié par l'expérience, que 
la corde se divise spontanément en n-\-i parties égales sé- 
parées par n nœuds intermédiaires. Chacun de ces nœuds 
devenant une section fixe, le mouvement vibratoire de la 
corde se subdivisera, comme l'indique là/îg. 60. 

La matière de la corde sera alternativement condensée ei 
dilatée aux environs de chaque nœud N et des deux sections 
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fiies A et B, suiraDl ane loi qui nous est encore incoimiid^e 
qoi, dans l'hypothèse admise, consisterait dans ane réparti- 



lion onirormede la matière dans les parties condensées et dans 
les parties dilatées. 

Chaque nœud devenant ainsi une section fiie. le mouve- 
ment vibratoire total de la corde, dont la longueur réelle est 
X et le poids p, se compose des n-i- 1 mouvements vibratoires 

des n + i parties de corde doDl la longueur réelle est -■ ■ 

et le poids — - — 

Li formule qui donne le nombre de vibrations par i' de 
chucune de ces parties atiquotes de la corde est donc, confor- 
mément k la formule (ii), et en observant que si la longueur 



réelle de celte partie aliquole est - 
milive cst ^ , _ < 

(i4) N' = 






1 longueur pri- 



^ 



Ce qui noua démontre théoriquement que la corde produit 
le son harmonique ^^h 

(i5) A = n+i; ^^Ê 

quand, par suite du mouvement vibratoire, un nombre de 
nœuds n se forme spontanément. 
Paul. — Cette loi est vérifiée par l'expérience. 
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Permettez- moi maintenant de vous demander si la même 
corde Tibranl longitudinalement peut faire entendre en même 
tcmpsson ton fondamental elun ton liarmonique quelconque h. 

Emile. — C'est une question à examiner. 

Si le ton harmonique est pair, il ne pourra pas se produire 
en même temps que le ton fondamental. 

U suffit en efifet de jeter les yeux sur la (ig. 60 pour recon- 
naître que la production d'un son harmonique pair exige la 
formation d'un nœud au centre do la corde. La production du 
ton fondamental exige au contraire la formation d'un ventre 
de vibration en ce même point. Or, il est évident que le même 
point de la corde ne peut devenir à la fois nœud et ventre de 
vibration. 

Donc h ton fondamental ne peut être accompagné d'aucun 
aon harmonique pair dans te mouvement vibratoire longitudi- 
nal d'une corde. 

Mais rien ne s'oppose théoriquement à la production simul- 
tanée du son fondamental et d'un son harmonique quelconque 
impair dans ce mouvement vibratoire. 

Dans ce cas, en effet, le centre de la corde reste ventre de 
vibration. 

Admettons que l'amplitude de ce ventre central soit égale à 
i, quand le ton fondamental se produit seul. Son magasin de 

travail élastique sera — r— , d'après la formule {9). 

Toute modification du mouvement vibratoire entier de la 
corde est possible à la condition que le magasin élastique total 
reste le même. 

Si donc l'amplitude du ventre central se trouve réduite à 
e' < £, le magasin élastique se trouvant réduit à son tour â la 

valeur — j— , le grand principe de la conservation du travail 



t 
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nous indique qu'un magasin élastique supplémentaire a dû se 
former dans la corde vibrante. 

On explique de la manière la plus simple la présence de ce 
magasin supplémentaire^ en admettant quela corde se soit divi- 
sée spontanément en un nombre impair n de parties égales^ 
lesquelles en vibrant à l'unisson, non plus entre deux nceuds 
immobiles^ comme dans le cas où le son harmonique se pro- 
duit seul^ mais entre deux nœuds mobiles^ emmagasinent le 
supplément de travail élastique dont il s'agit dans leurs con- 
densations et dilatations alternatives. 

Soit e" Tamplitude de chacun des n ventres partiels de vibra- 
tion, le magasin de travail supplémentaire dont il s'agit aura 
pour valeur 

■~r~=-i — 

n 

Et nous aurons alors Tégalité 

{i6) • e*=e/*-hn«£"* 

pour la relation qui doit nécessairement exister entre les 
amplitudes e' et e" des deux mouvements vibratoires superpo- 
sés. 

Paul. — Cette explication de la coexistence possible du son 
fondamental et d'un son harmonique impair quelconque dans 
le mouvement vibratoire longitudinal d'une corde donne lieu 
à une observation qui vous aura peut-être échappé : c'est que 
la distance entre deux nœuds consécutifs ne restant pas conS' 
tante^ le son harmonique produit en même temps que le son 
fondamental ne doit pas avoir la même stabilité que quand il 
se produit isolément. Il est facile de voir eu outre^ qu'au mo- 
ment où le centre de la corde se trouve déplacé de la quantité 
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„ s', par suite de son mouvement vibratoire lolal, la dislaHce 

entre deux noeuds consécutifs est égale à d'uDcôlé,età 

de l'autre, la partie aliquote centrale conservant inva- 

ridlilement la lon^eur — Comme le nombre de vibrations du 
n 

son harmonique est inversement proportionnel à la distance 

qui sépare deux nœuds consécutifs, il en résulte que ce son 

sera d'autant plus discordant que l'amplitude &' sera elle-même 

plus considérable. 

Je n'ai trouvé du reste dans aucun ouvrage l'exemple de 
la production simultanée du ton fondamental et d'un ton har- 
monique impair dans une corde vibrant longiludinalement. 
L'expérience fait ici défaut pour la vérification du fait que la 
théorie admet comme possible, ainsi que de la discordance, 
extrêmement petite du reste, qui me semble en être la consé- 
quence forcée. 

Émîle. — La question que vous soulevez ici va se présenter 
de nouveau, et dans quelques instants, à propos des sons har- 
moniques produits dans la vibration transversale des cordes 
que je me propose d'examiner maintenant. 

Le premier point à éclaircir est celui-ci : dans quels cas le 
ton fondamental d'une corde vibrant transversalement peut-il 
se produire en même temps qu'un son harmonique quelcon- 
que A? . 

Je dis que cet effet ne peut se réaliser qu'à la condition que 
le son harmonique sera impair. 

En effet, l'expérience nous apprend que la présence du son 
harmonique est signalée par la division de la corde en un cer- 
tain nombre de parties égales, lesquelles, en vibrant séparé- 
ment de part et d'autre de la ligne des nœuds, forment une 
sorte de sinussoïde, (Voir lesfig. 6'i et 62.) 
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Ud la corde occupe une position extrême, la ligne des 
mends présente le maximum d'écartement, par rapport à la 
droite qui réunit les deux sections fixes, en même temps qne 
les Qècties partielles des spires vibrantes atteignent leur maxi- 
mum. Dans cette position le magasin élastique de la corde est 
à son maximum, et son magasin dynamique est nul. 

Quand ie centre de la corde traverse la ligne des deux sec- 
tions fixes, le magasin dynamique est à son maximum, et le 
magasin élastique est annulé. En ce moment la sinussoîile s'est 
transformée en ligne droite. 

Soient t et t les temps que la ligne des nœuds et chaque 
spire vibrante emploient pour passer d'une position extrême à 
la position d'équilibre, c'est-à-dire pour exécuter un quart de 
vibration complète. Au bout de ce temps ( la spire aura exé- 
cuté n quarts de vibration et se trouvera dans sa position d'é- 
quilibre, étant partie d'une position extrême. Or la spire, par- 
tant d'une position extrême, ne passe par sa position d'équilibre 
qu'au bout des temps : 



T, 3t, 5t, 



.{3« 



Donc n est un nombre impair, ^^H 

Paul, — Vous venez de nous démontrer théoriquement "que 

le son fondamental d'une corde vibrant transversalement ne 

pouvait être accompagné que d'un son harmonique impair. 

Il en résulte qu'aucun son harmonique pair ne peut coexister 

avec le son fondamental. 
Ce résultat se trouve confirmé par l'expérience, ainsi que 

vient de nous l'apprendre le célèbre professeur anglais Tyudall 

dans son ouvrage sur le son (i). 
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Emile. — Nous aurons donc deux cas à examiner dans la 
production des sons harmoniques d'une corde vibrant trans- 
Tersalement : 

I" Le cas où la ligne des nœuds reste droite entre les deux 
points fixes -, 

2" Celui où la ligne des nœuds oscille de part et d'autre de 
la ligne qui joint les deux points fixes. 





La fig. 6i représente la corde vibrant dans les conditions du 
premier cas. Le son barmonique rendu peut être pair ou im- 
pair. Par suite de l'immobilité de la ligne des nœuds, la dis- 
tance comprise entre deux nœuds consécutifs reste invariable. 
Le son produit dans ces conditions est parfaitement stable. 

Soient ). la longueur totale de la corde, n le nombre de 
nœudsj n + 1 le nombre des spires vibrantes, f la flèche que 
prendrait la corde en vibrant d'une seule pièce, et dans le sys- 
tème triangulaire, avec un magasin élastique déterminé E„ f 
la flèche d'une spire vibrante triangularrement, N le nombre 
de vibrations par i" du son fondamental, et N' celui du son 
harmonique. 

Nous aurons d'après les formules déjà données : 



£i 



_2Q/''_ g(» + 0Qr' _ 2(»i4-i)'Qr' 
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Donc 

(17) r/=-JL.; 



V n-h I 



(19) A=^=(n+i), 



en désignant par p^ le poids par mètre courant de la corde ten- 
due sur la longueur X. 

La formule (19] nous indique qu'une corde qui se divise ea 
n-4-i parties^ dans son mouvement de vibration transversal^ 
la ligne des nœuds restant immobile^ rend le son harmonique 
n-Hi. 

Paul. — Résultat préi^u d'avance et vérifié depuis longtemps 
par rexpérience. 

Emile. — D'accord. Mais la formule (17) nous apprend que 
la somme des flèches des n+ 1 spires vibrantes est égale à la 
flèche totale ^du ton fondamental, en admettant^ bien entendu, 
que dans ces deux modes de vibration la corde prenne le 
même allongement total e. 

Paul. — Ce résultat n'est pas sans intérêt; car il nous dé- 
montre que^ quel que soit le son harmonique produit dans les 
conditions de la fig. Qiy les deux éléments extrêmes Aa et B6 
décrivent le même angle autour des points fixes A et B. 

Emile. — Passons maintenant au deuxième cas, celui où le 
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son fondamental coexiste avec un son harmonique impair. Il 
, est représenté sur la fig. 62. 




Le magasin élastique supplémentaire de la corde a pour 
valeur 

ir_n.-2«r. 



t étant l'allongement total de la corde, et f la flèche Oc qu'elle 
prendrait si elle rendait le son fondamental seul. 

Par suite de la division de la corde en n -1- i parties égales, 
pendant le mouvement vibratoire, ce magasin élastique E se 
partage en deux parties, dont l'une E' est due à l'allongement 
de la ligne des nœuds, et l'autre E" à la somme des allonge- 
ments relatifs des n+i spires vibrantes. 

Nous aurons alors 

.2OP 



£"■=[0+ I,lQ£" = 



E' = Ue' 



2(n + i)Qr' 

\ 



ce qui nous donne, en faisant E'+E*^E, 
(20) e=s'+{n+i)s°; /^=r+{tt-l-l)'r- 

e' est t'allongement de la ligne des nœuds ; 
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s" est rallongement supplémeotaire d'une spire par rapport 
à la distance qui sépare deux nœuds consécutifs^ 

f est la flèche que pread la ligne des nœuds; 

f" est celle d'une spire mesurée perpendiculairement à la 
ligne des nœuds. 

L'équation {20] nous donne la relation nécessaire, entre les 
trois amplitudes f, f et f, pour que le mouvement vibratoire 
soit concordant. 

Vous remarqueiez ici, comme vous l'avez déjà fait à propos 
dessonsbarmoniqueslongitudlnauxqui pourraient se produire 
en même temps que le son fondamental, que la distance entre 
deux nœuds consécutifs ne reste pas constante. Cette distance 
augmente , par suite de l'allongement de la ligne des nœuds, 
son maximum correspond à la position extrême, et son mini- 
mum à la position d'équilibre de la ligne des nœuds. Toutefois 
la variation étant la même pourtoutes les spires vibrant simul- 
tanément, les sons rendus par les différentes spires sont ton- 
jours égaux entre eux, ce qui élimine toute cause de discor- 
dance dans la production du son harmonique. Hais celui-ci 
n'est mathématiquement d'accord avec le ton fondamental 
qu'au moment même où la ligne des nœuds redevient rectili- 
gne. En un mol le son harmonique n'a plus ici la même sta- 
bilité que dans le cas de la fig.Gi, où il se produit seul. 

Paul. — En effet, dans le cas des vibrations transversales, 
toute cause de dissonances des sons harmoniques entre eux se 
trouve éliminée. Mats la hauteur du son harmonique n'est pas 
mathématiquement constante, puisqu'elle est proportionnelle 

au nombre variable ■ 

La variation sera d'autant plus grande que le son harmo- 
nique sera plus aigu, et que l'allongement t' de la ligne des 
nœuds sera plus considérable. Le désaccord pourrait donc 
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deyenir seùsible pour une oreille très-musicale^ dans le cas 
d'un son harmonique très-aigu produit concurremment avec 
un ton fondamental d'une grande intensité. 

Je ne sais jusqu'à quel point ce résultat a été vérifié par Tex- 
périence ; mais il est nettement indiqué par la théorie. 

La corde vibrant dans les conditions des fig. 6i et 62 n'est- 
elle pas susceptible de rendre d'autres sons harmoniques que 
lesonn-Hi? 

Emile. — Sans aucun doute. Imaginons par exemple que la 
corde de la fig. 61 soit simplement divisée en deux parties 
égales. Elle donnera d'abord le son 2 ou le premier harmo- 
nique. Hais chaque partie peut se subdiviser à son tour en un 
nombre impair de parties égales et continuer à vibrer dans les 
conditions de la fig. 62, comme si le son 2 était fondamental. 
Si ce nombre impair est égal à 3^ la corde fera entendre à la 
fois les sons harmoniques 2 et 6. 

Supposons maintenant que la corde de la/î^. 62 ne comporte 
que trois parties aliquotes^ elle fera entendre les sons i et 3. 
Hais chacune de ces parties aliquotes peut à son tour se subdi- 
viser en un nombre n de parties égales^ n étant nécessairement 
xm nombre impair. Si n=3, la corde fera entendre simultané- 
ment les sons i^ 3 et 9. 

Paul. — C'est évident. Toutefois, dans ce dernier cas, le son 
9 sera encore plus variable que le son 3; et il est probable que 
son accord avec le ton fondamental laissera à désirer. 

Emile. — Je n'ai rien à ajouter en ce qui concerne les vibra- 
tions des cordes flexibles. 

Dans notre prochain entretien^ je me propose d'analyser les 
mouvements vibratoires des verges élastiques. 
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Les verges eUBtiqnes Titrantes. 



VibraiioDS des verges élastiques. — Formules pour les vibrations longi- 
tudinales, correspondantes à la production du ton fondamental, dans 
les troiscas qui peuvent se présenter suivant que la verge est encastrée 
à ses deux bouts, encastrée à un bout et libre à l'autre, libre à eet 
deus bouts. — Formules pour les vibrations transversales correspon- 
dantes à la production du ton fondamental, dans les six cas qui pea- 
venl se présenter, suivant que la verge est encastrée, simpleinwt 
Giée ou entièrement libre à ses deux extrémités. 

Emile. — Je me propose d'aborder aujourd'hui la questiim 
des vibrations des verges élastiques. 

Ces vibrations peuvent être, comme pour les cordes fleii- 
bles, transversales ou longitudinales. Ou peut même obtenir 
d'une verge élastique, encastrée à l'une de ses extrémités, un 
son spécial en la faisant vibrer par torsion. Ce son est alors 
le résultat des vibrations lournantes du la verge. Hais je me 
tKirnerai ici aux deux premiers modes de vibration. 

Remarquons tout d'abord que dans le cas d'une verge élas- 
tique, le magasin élastique E, ne seraplus.comnie dans le cas 
d'une corde tendue, un magasin supplémentaire, mais bien le 
magasin total que possède la verge à l'état de vibration, at- 
tendu qu'à l'état de repos, la verge ne possède aucun magasin 
I élastique. 

' Je commencerai par le mode de vibration le moins difficile 

t à analyser, celui des vibrations longitudinales. 

i à 
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Trois cas sont à examiner : 

jo Verge encastrée à une extrémité seulement ; 

20 Verge libre à ses deux extrémités ; 

3o Verge encastrée à ses deux extrémités. 

Dans le premier cas^ la verge vibrera en se dilatant et en se 
condensant alternativement, sans cesser d'être rectiligne. 

Si je désigne par l sa longueur et par t l'allongement qu'elle 
subit dans son plus grand état de dilatation^ le magasin élasr 
tique de la verge complètement dilatée aura pour valeur 

Celui qu'elle possède^ quand elle est complètement conden- 
sée, comporte le même nombre de kilogramn^ètre. Sa valeur 
analytique est : 



E.= 



2l 



K^ étant le coefficient d'élasticité à la compression^ et e' le 
raccourcissement de la verge dans son plus grand état du con- 
densation. 
Nous avons déjà vu qne K^ :^ K d*après l'observation. Donc 



e' = e. 



Si nous admettons maintenant (car il faut toujours faire une 
hypothèse sur le mode de déformation) que la verge se con- 
dense et se dilate uniformément sur toute sa longeur, nous 
aurons 



* 2 ' 



et par suite 



Ke> 



f \ . E, 2i 2K 

4 
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Ce qui nous donne , pour le nombre de vibrations par \^' 
d'une Yerge élastique vibrant longitudinalement dans les con- 
ditions du premier cas 

Paul. — Poisson donne 

(•) ""svf- 

Même radical et même divergence sur le coefficient que 
pour les vibrations longitudinales et transversales des cordes 
flexibles. 

Emile. — Nous avons déjà discuté cette divelrgence. Inutile 
d'y revenir ici. 

Passons maintenant au second cas. 

La verge devenue libre à ses deux extrémités et privée du 
point d'appui qui lui permettait de se dilater et de se conden- 
ser alternativement d'une seule pièce ne pourra vibrer^ sans 
discordance^ qu'à la condition de se partager en un certain 
nombre de parties limitées par les deux extrémités libres et 
par des nœuds intermédiaires. Si le nombre de ces nœuds 
est égal à I; la verge rendra le ton fondamental. Si le nombre 
est supérieur à i, le son produit sera harmonique. 

Je traiterai plus tard le cas des sons harmoniques, et je 
n'examine en ce moment que la production du ton fonda- 
mental. 

Pour qu'il n'y ait pas discordance dans la production de ce 
ton fondamental^ il est nécessaire que le nœud soit situé au 
milieu de la verge. Cela revient à supposer que la section mé- 
diane de la verge a été rendue fixe d'avance. Il est clair que 
dans cette situation^ chaque moitié de la verge vibrera comme 
si elle était encastrée à l'une de ses extrémités seulement. 
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Si donc je continue à désigner par I la longueur de la verge, 
j'aurai, pour le nombre de vibrations par i" d'une verge libre 
à ses deux bouls, conformément à la formule (2) 



-Vi 



'€. 






Ce qui nous indique que la même verge vibre deux fois plus 
vite quand elle est libre à ses deux bouts que quand elle est 
encastrée à l'une de ses exlrémilés. 

Paul. — Vous êtes ici parfaitement d'accord avec tous les 
auteurs et avec l'expérience. 

Emile. — Considérons enSn le 3° cas. 

Ici les deux extrémités de la verge sont encastrées. 11 est 
clair que la verge ne pourra vibrer longitudinaicment qu'à la 
condition qu'un ou plusieurs ventres de vibration se formeront 
entre les sections extrêmes qui ne peuvent être que des nœuds. 
Ce mode de vibration est donc absolument le même que celui 
des cordes vibrantes longitudinalement. Si le nombre des 
ventres de vibration est réduit à i, la verge rendra le ton fon- 
damental. Un son harmonique sera le résultat de la division 
de la verge en un certain nombre de parties égales. 

Dans le cas de la production du Ion fondamental , la verge 
se divise en deux parties égales séparées par le ventre de vibra- 
tion qui forme leur extrémité libre commune, l'autre extré- 
mité étant encastrée. Gliaque moitié de la verge se condense 
pendant que l'autre se dilate. Le mouvement vibratoire est 

celui d'une verge de longueur -l, encastrée à une exirémité 

seulement. 
Le nombre de vibrations est donc^donné par la formule (3), 
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Ce qui noti! indique que la même verge rend le même son 
fondamental, qu'elle soil libre ou encastrée à ses deux extré- 
mités, lequel soQ fondamental est l'octave de celui qae read 
U verge quand une de aes extrémités est encastrée, l'autre 
restant libre, 

Je n'ai rien à ajouter, quand à présent, sur les vibrations 
longitudinales des verges élastiques, me réservant d'y revenir 
plus loin, en examinant la production des sons harmoniques. 

Je vais maintenant aborder la question des vibrations trans- 
versales des verges. 

Paul. — C'est une question extrêmement difQcile. 

Emile. — Vous allez voir que la question se simplifie con- 
sidérablement, quand on y applique le grand principe de la 
transformation du travail. 

tîne verge élastique de [orme prismatique et parfaitement 
homogène peut vibrer transversalement dans six situations 
différentes : 

i" Encastrée à ses deux bouls ; 

2* Encastrée à un bout et fixée simplement à l'autre ; 

3° Encastrée à un bout et entièrement libre à l'autre ; 

4° Fixée à ses deux bouls; 

S» Fixée à un bout et entièrement libre à l'autre ; 

6° Entièrement libre à ses deux bouts. 

Paul. — Voici une nomenclature qui va effrayer tous nos 
auditeurs. Mais qu'en lendez-vous tout d'abord par une verge 
fixée à un bout? 

Emile. — Une verge encastrée est celle dont la section ex- 
trême serait prise dans un collier ne permettant aucun mou- 
vement de rotation, landis qu'une verge simplement fixée à 
son extrémité est celle dont l'axe de figure de la section ex- 
trême est seul rendu fixe, ce qui permet un mouvement de 
rotation de cette section extrême autour de l'axefixe. 



Lions 

I 
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Paul. ^ Je commence à comprendre votre idée ; mais je vous 
engage à l'éclaircir tout à fait^ en prenant un exemple. 

Emile. — Très-volontiers. Supposons la vei^ disposéeho- 
rizontalement, et soumise à un effort qui tend à la courber* 
dans le sens horizontal. 

Si la verge est encastrée à une extrémité, elle se défonaifica, 
comme Tindique la fig. 63. ' 



Fis* 63. 




Fig. 14. 




La section extrême ne sera pas déplacée^ et la tangente à la 
courbe de déformation restera horizontale au point central o 
de la section. 

Si la verge est simplement fixée à une extrémité^ la section 
extrême ab tournera autour de Taxe de figure o qui seul a été 
rendu fixe. La courbe de déformation sera toute différente. Sa 
tangente en o ne sera plus horizontale. 

Paul. — Tout le monde doit vous comprendre maintenant 
parfaitement. 

Emile. —Vous verrez tout à l'heure que l'examen de ces six 
cas est indispensable pour expliquer théoriquement les diffé- 
rents phénomènes qui se produisent dans la vibration trans^ 
versale des verges élastiques, et que des expériences récentes 
ont fait ressortir avec une précision suffisante pour en for- 
muler numériquement les lois. 

Ces lois jusqu'à présent appartiennent au domaine de la 
Physique expérimentale. Mourut est de les faire rentrer dans 
le domaine de la mécanique. 
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Ne TOUS effrayez pas du reste du nombre de cas que j'ai à 
examiner; car il me suffira d'en analyser deux seulement, 
pour obtenir les six formules qui constitueront la solution 
complète du problème. 




La /îj. 6j représente une verge prismatique et élastique de 
longueur t, qui se maintient déformée sous l'eDbrt d'un poids Q. 

La verge est ici représentée en plan. Le poids Q la sollicite 
dans une direction horizontale, en sorte que le poids propre 
de la verge n'a aucune influence sur la combe de déformation. 

Si on annule instantanément l'action du poids Q, la verge 
vibrera transversalement dans un plan horizontal. Lem:igasin 
statique de la verge n'éprouvant aucune variation, le travail 
passera alternativement de l'état dynamique à l'état élastique 
et réciproquement. 

Le nombre des vibrations sera donné, comme dans les cas 
que nous avons déjà examinés, par la formule générale : 



N = _L./î*. 



(exprimons d'abord te magasin élastique £, en fonction dn 
poids Q. 
Soit P le [joids qui, abandonné à lui-même, serait capable 
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dti produire la flèche k que la verge prend sous l'influence 
constante du poids Q. Nous aurons, coiiformémenl à ce qui a 

été démontré dans notre dialogue n" 4 '■ 

E.^P/i. 

Or, je dis que Û est le double de P. Eneirel,si Ph représente 
le magasin élastique de la verge délormée, pour maintenir ce 
magasin élastique à l'état latent, en d'autres termes, pour em- 
pêcher le travail de passer de l'état élastique à l'état dynamique, 
il faut ajouter au poids P un jioidségal. La verge restera alors 
en état d'équilibre, avec son magasin élastique, sous l'influence 
du poids 2 P. Donc Q = 2p; ce qui nous donne 



Er 



_QA 



Paul. — Comme dans le cas où le poids agit suivant la 
longueur de la verge. L'allongement e se trouve ici remplacé 
par la flèclie A. 

Emile. — En désignant, comme toujours, par e, le déplace- 
ment du centre de gravilé, j'aurai 



(4) 



A = =^ = - 



Le problème se trouve ainsi ramené à la détermination de 
h et de e^ en fonction de la longueur l de la verge, de sa sec- 
tion et do son coetûcient d'élasticité. 

Pour pouvoir calculer A, je vais établir l'équation de la 
courbe qu'affecte l'axe de la verge déformée. 

Celte courbe est évidemment symétrique par rapport à un 
plan vertical passant par le milieu de la verge. Je prends pour 
axe des x l'axe de la verge non déformée, pour origine des 
coordonnées le point extrémité de cet axe, et pour axe des y 
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lali^e 0^ tracée perptodiculairementà Oz, dans le sens de 
-la Ûècbe h. 

Dans soQ état de déformation, la verge reste encastrée à ses 
deux bouts. ComniençoDS par la rendre libre. Pour cela j'a[>- 
plique d'abord à chacun de ses deux bouts la force ■ Celle 

première modification aura pour effet d'empêcher la verge 
d'être eniraiaée borizontalement par le poids Q. Mais je ne 
puis enlever le collier d'encastrement qu'à la condition d'em- 
pêcher les sections extrêmes de tourner autour des axes et 
0'. J'annule cette tendance à la rotation, en appliquant à cha- 
que ûbre de la verge une force A, capable de la maintenir dans 
sa position. La résuttaute de ces forces A, constitue un couple 
qui annule la tendance à la rotation. 

Le moment de ce couple par rapport à l'axe de la section 
extrême a reçu le nom de moment d'èlastieité. 

Je le désigne par M,, 

Sous l'influence de la force Q, des deux forces réactives - 
et des forces A„ la verge se trouve parfaiicmeut libre. 

Dans rétat de déformation symétrique représenté dans la 
fig. 65, certaines fibres sont tendues, et d'autres sont compri- 
mées. La courbe de déformation,ayant sa tangente horizontale 
à chaque extrémilé et au milieu, présente nécessairement 
deux points d'inflexion i et i'. Si nous menons par ces deux 
points deux plans perpendiculaires à la fibre médiane défor- 
mée, l'élat de tension des fibres de la verge change de signe 
de part et d'autre de ce plan. S'il y a tension d'un côté, il y a 
compression de l'autre. On en conclut que dans le plan même 
d'inflexion, les fibres de la verge ne sont ni tendues nicompri- 
mGes,end'aulres termes que le moment d'élasticité est nul au 
point d'inflexion. 

Ce premier point établi , je scie la verge par le plan d'iii- 
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flexion t. L'équilibre est détruit. Mais pour rétablir celui de la 

û 
partie gauche^ il me suffit d'appliquer an point t la force '^^ 

•M 

r 

Inutile d'appliquer aucune force A sur les fibres coupées^ 
puisque le moment d'élasticité est nul au point i. Si donc je 
désigne par x^ Tabcisse de ce point d'inflexion^ j'aurai 

(5) M.r=^'. 

# 
• 

Je scie maintenant la verge, non plus au point i^ mais en 
un point quelconque m. Pour rétablir Téquilibre de la partie 

gauche^ je suis forcée non-seulement d'appliquer la force ~ 

mi 

au point m ^ mais encore, un ensemble de forces Â sur les 
flbres coupées^ pour les empêcher de s'sdlonger ou de se re- 
tirer. Si je désigne alors par H le moment d'élasticité de la 
verge au point m ^ j'aurai ^ en prenant les moments par rap- 
port au point m : 

^ic = M| — M = 5aî, — M, 

2 2 

soit 

(6) VL^\[x,-x). 

Il s'agit maintenant d'évaluer le moment d'élasticité M. 

La fig. 66 représente la section de la verge, laquelle est con- 
sidérée comme n'étant point altérée par la déformation trans- 
versale. Cette section est symétrique, par hypothèse. L'axe 06 
est parallèle à la flèche A. Les fibres situées sur la ligne nn' 
parallèle à Taxe Oa, et tracée à une distance z de cet axe> 
sont également tendues ou comprimées. Par contre^ celles 
situées sur une ligne également distante de Oa^ de l'autre côté 
de cet axe, seront également comprimées ou tendues. En outre. 
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la force qui comprime est égale à la force qui tend; lans œla 
l'équilibre horizontal de la Terge sciée en m ne pourrait pas 
exister. 




Soient d» la surface de la tranche nn^ et A le poids équi- 
Talent à la force qui agit sur cette surface élémentaire ^ soit par 
tension^ soit par compression. Le mouTement d'élasticité M 
aura d'abord pour valeur 

D'après la formule (lo) de notre dialogue no 19, la valeur 
générale de la force Â est 

. Ka K^dcoa 

^ = T=~7— ' 

K désignant le poids susceptible de doubler la longueur d'un 
prisme dont la section est d (ù, et K^ le poids susceptible de 
doubler la longueur d'un prisme d'un mètre carré de section, 
quelle que soit du reste cette longueur. 

Je représente maintenant sur la fig, 67 la coupe longitudi- 
nale de Félément de la verge voisin du point m. nn^ est un 
élément de fibre tendue, dont la longueur primitive était mfii|, 
c'est-à-dire celle de Taxe neutre de la verge. Nous pouvons 
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donc poser: 

a nn^ — lnm^ (p+jg )a — pa z 

7 "" wfïii ^^ pa p' 

en désignant par p le rayon de courbure de Taxe de la Terge 
au point m, et par a Tangle de contingence. Le moment d'élas- 




ticité prend alors la forme suivante : 

M=22A2 = 22 — z = 22 



l P 

Il est clair que 2lz*d(ù n'est autre que le moment d'inertie 
de la section de la verge par rapport à Taxe aOa^ (fig. 66). Je 
désigne ce moment d'inertie par I et j'écris 

(7) M = y. 

Une formule connue me donne 



P 



d^ 



Mm 
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Gomine les défonnatîoiis des marges résbUut des 
tesufcmles sont loiqoan très-petites» « peut Mgiigcr k 

dm 
qmiré de la tangoite ^' ^ fove sm^lement 

Je repaie celle Taleur da nyon de cou ri iure dans Téqua- 
tioD (7), et ^obtiens définitiTcment, en fusant pour 9iméget, 

(8) ll=H^ 



TeOe est la Talenr générale dn moment d'âasticilé de la 
Tergeenun point quelconque». 
Je la reporte dans réqoalîon jQ, et j*QblîaBS 

Une premièfe intégration me donns 

(La constante est nulle, parce que la tangente ^ est nulle 

ài roci^ioe des coord<Hiiiée§>. 
Uue secoade intiegratioa me donne 

V La coo^taute est uuUe^ porc^ que Tordoonée y est nolle à 
i>U^ d<^rmè(t> équatioa ^11) a^est autre que celte de la courbe 
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de déformation de l'axe de la verge. Vous Toyez> par la ma^ 
nlère dont elle a été établie^ qu'elle ne s'applique qu'à la moitié 
de la courbe^ c'est-à-dire pour des valeurs de x ne dépassant 

pas -. 

Paul. — Poisson donne cette équation, quand il calcule J^ 
flexion totale d'une lamé élastique horizontale, encastrera un 
bout et chargée d'un poids donné à son autre extrémité {*). 

Je trouve remarquable que vous arriviez au même résultat, 
en traitant le cas d'une verge élastique horizontale encastrée à 
ses deux bouts et chargée d'un poids donné à son milieu. 

C'est une coïncidence que je ne m'explique pas 4out d'abord. 

Emile. — Elle va s'expliquer d'elle-même dans un instant. 
Je vous demande donc la permission de continuer. 

II est évident à priori que la valeur de la tangente ^ doit 

être nulle au milieu de la courbe, c'est-à-dire au point où Tab- 

cisse est égale à -; ce qui nous donne, d'après Péquation (lo) 

(12) 0^. = ^. 

Reportons cette valeur de œ^ dans l'équation (i i), en y faisant 
x = -f et nous aurons pour la valeur de h que nous cherchons 

(.3) h= Û'' 



192 H 



11 ne s'agit plus maintenant que de calculer e^. 
Reportons-nous à la fig. 65, et observons que la moitié de la 
courbe de déformation OcO^ se coinpose de deux parties 



C) Traité de Mécanique de Poisson. 1"' vol., page 609. 
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égales Oi et ie, dont la première tourne sa conrexité et la se- 
cnde sa concaTité vers Taxe des x. Observons en outre que 
l'ordonnée y^ du point d'inflexion^ déduite de Téquation (ii)i 
en y faisant x=Xi,a, pour valeur 

En raison de la petite valeur de Tamplitude 1k, il est évident 
que nous ne commettrons pas une erreur appréciable, en ad- 
mettant que le centre de gravité de la doucine Oie coïncide 
avec le centre i de cette courbe. 

Paul. — Je ne sais même pas jusqu'à quel point vous com- 
mettez une erreur en raisonnant ainsi. Dans tous les cas, cette 
hypothèse 'sur la déformation de la verge me paraît beaucoup 
mieux justifiée que celles que vous avez faites dans les appli- 
cations précédentes. 

Emile. — 11 est évident que celte hypothèse nous donne 

Nous obtenons alors successivement 

en désignant par p^ le poids par mètre courant de la verge. 

Telle est la valeur analytique du nombre de vibrations 
transversales par i" d'une verge élastique encastrée à ses deux 
extrémités. 

Paul. — Ce n'est que le premier des six cas que vous vous 
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proposez d'examiner. J^'altendrai que vous ayez traité les cinq 
autres > pour discuter et comparer vos résultats avec ceux 
donnés par les auteurs. 

Emile. — Veuillez remarquer maintenant que la verge que 
nous considérons se divise en réalité en 3 parties, dans son 
mode de vibration transversal. En effet, les deux plans d'in- 
flexion, où le moment d'élasticité est nul^ jouent ici le rôle de 
surfaces nodales mobiles. On peut scier la verge suivant ces 
deux plans, et elle continuera à vibrer comme auparavant^ 
en admettant que l'adhérence des joints soit suffisante pour 
empficher tout glissement de la partie centrale. 

La formule (i6) s'applique donc non-seulement au i^cas, niais 
encore au 3" cas, verge encastrée a un bout et entièrement 
libre à l'autre, ainsi qu'au 6e cas, verge entièrement libre à 
ses deux bouts. 

Nous aurons ainsi la formule du 3^ cas en remplaçant, dans 
la formule (i6), I par 4 iy et la formule du 6« cas, en rempla- 
çant dans cette même formule l par 2L 

Ce qui nous donne finalement: 

Pour le.premier cas 

(.6) «=1^;^^; 

Pour le troisième cas 

Pour le sixième cas 
(.8) «=^W 

Il est bien entendu que dans c^ formules l est la longueur 
de la verge vibrante» 
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Ceci vous explique maintenant la concordance que vousrf 
signalée entre l'équation (i i] et celle donnée par Poisson, 

Je vais maintenant examiner le "ifi cas, celui où la verge est 
encastrée par un bout et simplement fixée à l'autre. Il eal ré- 
présenté dans la fkq. 68. 



Fig. es. 




Pour rendre la verge entièrement libre, je dois d'abord 
appliquer aux deux extrémités et (y deux forces réactives 
R et R', dont la somme sera égale au poids Q qui charge la 
verge. 

Il est essentiel de remarquer que le poids Q doit agir dans 
la direction du point c le plus bas de la courbe. Il faut ad- 
mettre, pour que cet effet puisse se produire, que le fil qui re- 
tient le poids Q est fixé à un anneau pouvant glisser librement 
le long de la verge. 

Je dois ensuite, pour remplacer le collier d'encastrement en 
0, faire agir des forces horizontales A^, comme dans le cas 
précédent. 

La verge n'étant point encastrée mais simplement fixée en 
, je n'ai aucune force horizontale à appliquer sur cette sec- 
tion extrême, qui doit e^iécuter librement le mouvement de 
rotation indiqué sur la Qgnre. 

Dans ces nouvelles conditions, la courba de déformation ne 
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présentera qu'uo seul point d'inflexion i , situé du côté de 
Tencastrement. . ■ 

La tangente sera horizontale en et en c ; mais elle aura 
cessé de Têtre en (y y par suite du mouvement de rotation de 
la section extrême . 

Ceci posé; je vais établir séparément Téquation de la portion 
de courbe Oc rapportée aux axes 0^ et Oy, et celle de la por- 
tion (yc rapportée aux axes (Va/ et (Vy'. 

En procédant; comme je l'ai fait pour le i" cas, il me suf- 
fira, pour obtenir les équations de la partie Oc, de remplacer 

' par R , dans les équations (9), (10) et (i i). 
Ces équations seront donc : 

(19) Hg = R(a?.-«); 

(.0) Hg=R(a..x-f); 

(ai) Hy=R(^-f). 

Pour obtenir les équations de la partie O'C; je scie la verge 
en un point quelconque mf. Je rétablis ensuite Téquilibre en 
appliquant en ce point une force égale et opposée à R^, puis 
des forces horizontales Â dans la section coupée. 

En désignant par M^ le moment d'élasticité au point m^ il 
est clair que j'obtiendrai 

(22) .M' = H^ = -RV. 

Une première intégration me donne 
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Il 8*agit de déterminer Ja constante, en obsenrant que la 
tangente est horizontale au point le plus bas c. . 

Or, réquation (20) nous donne, en y faisant -^ = 0, 

aî = 2iCj; soit Oc' = 2X1. 

Pour déterminer la constante dont il s'agit, je dois donc 
poser 

ce qui me donne, pour Téquation de la tangente : 

Une seconde intégration me donne pour Téquation de la 
courbe O'c 



(24) 



W^^[ii-2x,y^-Ç] 



Ce qui nous iniporte ici, c'est de déterminer Xi en fonction 
de ly attendu que la verge entière de longueur l vibre trans- 
versalement dans les mêmes conditions qu'une verge de lon- 
gueur Xi dont une extrémité seulement est encastrée, l'autre 
restant complètement libre, et que nous savons maintenant 
évaluer le nombre de vibrations par i'' de cette verge de 
longueur Xi. 

Soit Mo le moment d'élasticité au point le plus bas de la poutre. 

En faisant^ dans l'équation (19), x=2a?i, nous aurons une 
première valeur de M^, 

(25) Mo= — Ra?|. 

En faisant dans l'équation (22), o;^ =? / — 2 j?t , nous aurons 
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une seconde valeur de Mo ^ 

(26) Mo = -R^(J-2a?,), 

donc 

(27) RX, = W(1 — 2X^). 

Soit maintenant h la flèche de la courbe au point le plus bas. 
En faisant^ dans Féquation (21)^ x^inx^j nous aurons une 
première valeur de A , 



2^ ar? 



(28) * = iï^H' 

En faisant, dans l'équation (24), x'=l — 2Xi^ nous aurons 
une seconde valeur de A^ 

I R^ 

(29) A = 3g(i — 2xJ»; 

donc 

(30) 2Ricî = R^(/— 20?,)*. 

La combinaison des équations (27) et (3o) me donne 

(3i) 2x\ss(l—2x^y; 

j'en tire 

(32) x, = l^^-^=^^ 

Je conclus de là, qu'une verge de longueur / , encastrée par 
un bout et fixée à Tautre (2« cas), exécute, dans Tunité de 
temps, le même nombre de vibrations transversales, qu'une 

verge de longueur Ot = l ^ » encastrée par un bout et 

V2 

libre à l'autre {3* cas). Ce nombre de vibrations est également 
celui de la partie iCK de la verge, dont la longueur est -pt et 

23 



qui vibre dans les conditions du cinquième cas, c'est-à-dire 
fixée à un bout et enlièremenl libre à l'autre. 

Pour obtenir les formules relatives aux deuxième et cin- 
quième cas, il suffit donc de remplacer, dans la formule (17), / 

(>g- ■) 

Ce qui nous donne 
Pour le deuxième e 



et par l{\' 



N = 



(3 — sy'ijitl' 



Pour le cinquième cas 

(34) 






(3-2V' 






I 



11 ne nous reste plus ù examiner que le quatrième cas, celUI 
de la verge simplement fixée à ces deux extrémités. 

Ce cas se produit dans la vibration transversale d'une verge 
encastrée à ses deux bouts, quand il s'y forme sponlanémeul 
deux surfaces nodales indépendamment des deux plans d'in- 
flexion. 

Il est représenté sur la fig. 69. 



« 



La ligne courbe ACB est l'uxe de la verge déformée ; leti' 
sont les deux points d'inflexion; n et n' les deux nœuds di- 
vibration. 
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Soient \ la longueur de la partie A n = B n' et V la longueur 
de la partie centrale nnf. 

n est clair que la verge vibre en cinq parties : deux parties A t 
et Bt" comme verge encastrée par un bout et libre à Tautre, 
deux parties ni et ni^ comme verge fixée par un bout et libre 
à Tautre, et la partie centrale nn^ comme verge fixée aux deux 
bouts. 

Pour connaître le nombre de vibrations par seconde de la 
partie centrale en fonction de sa longueur V, il suffit donc de 
déterminer V en fonction de Ai = a?t. 

Supposons que la verge soit rendue libre et soumise à l'ac- 
tion d'un système de forces qui la maintienne en équilibre. 

Sans entrer ici dans le calcul de ces forces, il est clair que 
deux forces égales et de direction contraire devront être ap- 
pliquées aux deux nœuds n et n^, pour les maintenir sur la 
ligne AB. 

Soit R la valeur de cette force réactive. 

L'équation de la portion de courbe nC, rapportée aux axes 
nx et ny, sera, comme nous l'avons déjà vu, 

Celle de la portion de courbe nK, rapportée aux axes nx' 
et ny', sera 

Les équations des tangentes seront 

ax 2 



et 



Hg = -T-|<^— .)•• 
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Pour déterminer la constante de la première de ces deux 

dv V 

équations, il faut faire ^ = o, pour x = -f attendu anb 

la courbe nn^ est nécessairement symétrique. On obtient ainsi 

R V* 
C = - X "7 ' ®* ^^ première équation devient alors 

^ „dy Roc* , RV« 

Les deux courbes nC et nK ayant même tangente au point n, 
origine commune des coordonnées, il en résulte Tégalité 

soit 

soit, en remplaçant 1 par sa valeur en fonction de x^ , tirée de 
réquation (32), 

(35) V=-2}f2Xi. 

Il suffit donc de remplacer dans Téquation (17) l par — p« 

2V2 

pour obtenir le nombre de vibrations par seconde d'une verge 
fixée à ses deux bouts. Ce nombre est le suivant : 
Quatrième cas 

(36) '< = 1#Vy- 

I 

En résumé, les six formules que je me proposais d'obtenir 
pour les six cas qui peuvent se présenter dans la vibration 
transversale d'une verge élastique, sont les suivantes : 

Premier cas. — Verge encastrée à ses deux bouts 

(.6) N = »#iA«; 
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Deuxième cas. — Verge encastrée à un bout et axée à Tautre 

Troisième cas. — Verge encastrée à un bout 6t libre à l'autre 
' Quatrième cas. — Verge fixée à ses deux bouts 
Cinquième cas. — Verge fixée à un bout et libre à l'autre 

Sixième cas. — Verge libre à ses deux bouts 

dans lesquelles : 

/ est la longueur de la verge, 

'g' son poids par mètre courant, 

H égal K^l, 

K^ poids susceptible de doubler la longueur d'une verge de 
i"aq.oo de section, 

I moment d'inertie de la section de la verge par rapport à 
un axe tracé perpendiculairement à la direction des vibrations. 

Paul. — Je vous propose de remettre la suite de cette inté- 
ressante question à notre prochaine séance. 
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Les sons harmoniques. 



Discussion des six formules établies à la fin du dialogue précédent. — 
Leur comparaison avec les résultats donnés par Poisson. — Hauteur 
de l'harmonique longitudinal d'une verge libre à ses deux bouts. — 
Vitesse de la propagation du son dans une verge élastique. — Deux 
verges de natures différentes vibrant à l'unisson, le rapport de la 
vitesse du son dans ces deux verges est égal à celui de leurs longueurs 
respectives. — Hauteur de l'harmonique transversal d'une verge en- 
castrée à ses deux bouts. — Accord approximatif avec l'expérience.— 
Règle de l'encastrement des nœuds mobiles. — Hauteur de l'harmo- 
nique transversal d'une verge encastrée à un bout et libre à l'autre. 
— Accord et divergence avec les expériences. — Hauteur de l'harmo- 
nique transversal d'une verge libre à ses deux bouts. — Accord par- 
fait avec l'expérience. 

Paul. — Vous venez de nous donner des formules très- 
simples pour le nombre de vibrations transversales que peut 
exécuter une verge élastique dans six cas différents, suivant 
qu'elle est encastrée , simplement fixée ou entièrement libre 
à ses deux bouts. 

Il n'est pas sans intérêt de comparer ces résultais à ceux 
que Poisson donne dans son Trailé de mécanique. 

Le grand géomètre admet également que la verge pourra 
vibrer transversalement dans six positions différentes. Il in- 
dique une méthode générale commune pour toutesces positions; 
mais il se borne à l'appliquer à deux cas seulement, celui de 
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la verge entièrement libre, et celui de la verge encastrée à un 
bout et libre à l'autre. 
La formule de Poisson est la suivante: {*) 

(a) N = 



2 tu/* * 



Il est facile de voir d'abord que la quantité b n'est autre que 

le radical \/^ qui entre dans vos formules. La formule (a) 
peut donc s'écrire ainsi 

(a**0 ' N: 



2%V 




La quantité X est la racine d'une équation transcendante, 
qui, dans les deux cas traités par Poisson, prend les deux 
formes suivantes : 

(6) (c^-i-e"*^)cosX — ^ = o; 

(c) {e^ -i- e"^) cos X H- 2 = o. 

La divergence entre vos six formules et la formule géné- 
rale (a] n'existe que dans le coefficient numérique. L'appari- 
tion de la lettre i? en dénominateur, dans la formule (a), fait 
évanouir un désaccord qui avait une certaine importance 
scientifique. C'est un résultat à invoquer, comme vous avez 
eu soin de le faire du reste dans notre dialogue n^ 19, en faveur 
de votre méthode ; car Tautorité de Poisson est très-grande 
dans les questions de mécanique. 

Après avoir résolu par approximation les deux équations (b) 
et (c), pour le calcul do X dans les deux cas qu'il a traité spé- 

(*) Traité de Mécanique de Poisson, 2* volume, page 385. 
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cialement, notre grand géomètre trouve pour le rapport R 
des nombres de vibrations transversales que la même vei^e 
exécute^ en donnant le ton fondamental, suivant qu'elle est 
encastrée à un bout et libre à l'autre, ou bien entièrement 
libre à ses deux bouts^ le nombre 

(d) R=o.i57i5. 

Or^ la comparaison de vos deux formules (17) et (18) donne 
pour ce même rapport, 

R=:o.25. 

Cette divergence est très-notable\ Peut-être trouverez-vous 
utile de nous donner de suite une explication à ce sujet. 

Emile. — Le rapport 0.25 est le résultat immédiat de la dé- 
composition du mouvement vibratoire de la verge encastrée 
à ses deux extrémités. 

Les personnes qui ne le considéreraient pas comme exact 
devraient, par cela même, rejeter toute la théorie de la flexion 
des verges élastiques, théorie qui, en définitive, n'est autre que 
celle que Poisson a donnée lui-même. 

Au point de vue théorique, cette valeur o.25 me paraît 
inattaquable. 

"Vous verrez tout à Theure , quand nous aborderons la ques- 
tion des sons harmoniques transversaux des verges, qu'elle se 
trouvera d'accord avec Texpérience. 

Je crois donc inutile de prolonger la discussion isur ce point; 
et je vous propose d'étudier maintenant les sons harmoniques 
des verges, en commençant par ceux qui se produisent dans 
le mode de vibration longitudinal. 

Quand la verge est encastrée à ses deux bouts, son mode de 
vibration longitudinal est exactement le même que celui 
d'une corde tendue. La formation spontanée des sons harmo- 
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niques suit la même loi dans la verge et dans la corde, lime 
paraît donc inutile de considérer ce premier mode de vibra- 
lion, puisque noua ne pourrions que répéter ce qui a été dit 
dans notre précédent dialogue. 

Nous avons vu qu'une verge de longueur l encastrée par 
un bout rendait )e même son longitudinal fondamental qu'une 
verge de même nature de longueur 2I, libre à ses deux ex- 
trémités. 

Noire petite étude des sons harmoniques longitudinaux va 
donc so réduire au cas de la verge libre h ses deux bouts. 

Le ton fondamental correspond à la formation d'un nœud 
unique au milieu de la verge. 

S'il se forme sur la longueur de la verge un nombre quel- 
conque n de nœuds, ils seront nécessairement répartis, 
comme l'indique la pg. 70. 



V et V sont les extrémités libres de la verge. La lettre » 
indique les nœuds et la lettre v les veotres de vibration. 

Pour que les différentes parties de la verge vibrent à l'unis- 
son, il est indispensable que la distance comprise entre un 
nœud et le ventre voisin reste constante et égale à Vn„ attendu 
que l'extrémité V joue ici le rôle de ventre de vibration. 

Il résulte de là que la verge se divisera en 2 n |>arlies égales, 
et que la hauteur h de l'harmonique produit sera h = n, 
celle du ton fondamental étant 1. 

Supposons maintenant que la verge de la fig- 70 soit mise 
en état de vibration longitudinal par un effort ou influence 
quelconque qui se manifeste à l'extrémité V. La verge, dont 
iious pouvons supposer la longueur V\' aussi grande que nous 
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voudroDS, se divisera, comme nous venons de le voir, 
parties, et rendra le son barmonique n. 

Si l'efforl exercé enV est lui-même le résultat d'une vibra- 
tion d'un autre corps correspondante à un son quelconque 
liij l'expérience nous apprend que la verge tendra à rendre 
elle-même ce son m, en vibrant à l'unisson avec la source so- 
nore qui l'aura influencé au point V. Or, une verge de lon- 
gueur limitée ne pourra rendre ce son déterminé m, que 
dans le cas où il coïncidera avec l'un des Ions harmoniques 
de la verge. 

Pour fixer les idées, supposons que le ton fondamental de la 
verge, perceptible ou non à l'oreille humaine, corresponde à 
io vibrations par seconde. Les sons harmoniques de la verge 
seront représentés par la série des nombres : 



20, io, 40, 5o, 60.. 



mre^^ 



Pour que la verge puisse vibrer à l'unisson avec la soi 
sonore dont le nombre de vibrations est m par 1", il faudra 
nécessairement que le nombre m soit un multiple de 10. 

Si nous supposons maintenant la longueur VV de la verge 
assez grande pour que son ton fondamental ue corresponde 
qu'à une seul vibration par 1", la série de ses sons han 
niques sera précisément celle des nombres entiers 



,3,4, S, 6, 7.. 



'^^H 



La verge vibrera donc à l'unisson avec la source sonore, 
si le nombre m est entier. 

Ce raisonnement simple nous conduit naturellement à cette 
conclusion, que si la longueur de la verge est indéfmie, il j 
aura toujours un de ses sons harmoniques qui coïncidera avec 
le son m de la source sooore, et par conséquent vibralioo de 
la verge. 
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Considérons maintenant cette verge de longueur indéfinie^ 
et qui vient d'entrer en vibration longitudinale, par suite 
d'une influence sonore exercée à son extrémité V. Soit X la 
longueur comprise entre deux nœuds consécutifs. 

Le nombre de vibrations complètes par seconde sera , con- 
formément à la formule (2) de notre précédent dialogue^ 



(I) 



y pi 



Le temps t qu'un ventre de vibration quelconque emploiera 
pour passer de Tune de ses positions extrêmes à sa position 
d'équilibre sera 

Étudions maintenant la propagation du mouvement vibra- 
toire sur la longueur de la verge VV^ de la figure 70. 

Pour que chaque nœud reste immobile , il faut qu'il soit 
constamment sollicité par deux forces égales et opposées. Si 
donc il y a compression dans la partie n^v^ par exemple, il 
y aura également compression dans la partie n^v,. 

Par contre, il y aura extension dans les parties n, v^ et n^v^. 

Il résulte de là que les deux ventres \oisins v^ et d, mar- 
chent en sens contraire, tandis que les deux ventres v, et v^ 
marchent dans le même sens. 

Quel est maintenant l'intervalle de temps compris entre la 
mise en mouvement du ventre v^ et celle du son voisin d,? 

Ces deux points marchant en sens contraire et repassant en 
même temps par leur position d'équilibre, la plus courte 
mesure de l'intei valle de temps dont il s'agit est 2 U Je Tadopte, 
parce qu'elle est la plus simple, et j'en conclus que le son, en 
86 propageant le long de la verge, parcourt la distance X pen- 
dant le temps 2 1. 
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Si donc je désigne par U la vitesse de propagation du son 
dans la verge considérée y j'aurai 



(3) 



2< 1U V jy 



Paul. — Vous me permettrez de n'admettre votre formule 
(3) que sous bénéfice d'inventaire^ attendu qu'elle est basée sur 
rbypothèse d'une répartition égale de la matière dans les par- 
ties comprises entre le ventre et le nœud de vibration, et qui 
sont alternativement comprimées et tendues. 

Emile. — Nous sommes parfaitement d'accord sur ce point. 
Hais^ quel que soit le mode de répartition de la matière dans 
la verge vibrante, il est clair que si je compare entre elles les 
vitesses de propagation du son dans deux verges difiTérentes^ 
leur rapport sera 

Si t=zt^, c'est-à-dire si les deux verges rendent le même 
son^ on aura 

(5) U:U,::X:X,. 

Ce qui nous démontre que les vitesses de propagation du 
son, dans deux verges de différente nature^ sont entre elles 
comme les longueurs respectives de ces deux verges quand elles 
vibrent à Vunisson. 

Paul. — Vous êtes ici complètement d'accord avec l'ex- 
périence. 

Emile. — Je vais maintenant aborder l'étude des sonsbar- 
moniques transversaux des verges. 
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Je commencerai par le cas de la verge encastrée à ses deux 
extrémités. 



Soit n le nombre de nœuds qui se formera sur la longueur 
totale l de la verge. 

Nous avons déjà vu, dans notre précédent dialogue, que la 
verge ne se partagera pas en parties égales. 

Chaque partie, telle que n,n, comprise entre deux nœuds 
voisins, vibre comme une verge fixée à ses deui; extrémités, 
tandis que les deux parties extrêmes vibrent comme une verge 
encastrée à un bout et fixée à l'autre. 

Soient X la longueur d'une partie extrême, et X' la longueur 
d'une partie centrale. 

En raisonnant, comme nous l'avons fait dans le cas parti- 
colier de « = 2, nous aurons d'abord 
(6) 2X + (n— i)X' = !; 

nous aurons ensuite 

-Ji. 



(7) 






> M 

(8) 

ce qui nous donne 






En reportant celte valeur de X dans l'équation (6), j'obtiens 



l9l 



Or, la portion de verge de longueur X' vibrant avec ses deux 
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extrémités fixées^ le nombre de ses vibrations par seconde est, 
conformément à la formule (36) du précédent dialogue, 

Le nombre de vibrations du ton fondamental est^ conformé- 
ment à la formule (i6) du précédent dialogue^ 







9 



Si donc je désigne le ton fondamental par i, j'aurai pour 
la valeur du ton harmonique 

(..) »=i£4^=!ï^' = (. + ^)'. 

* I 

Paul. — Cette formule donne-t-elle le premier harmonique^ 
celui qui correspond àn=ietàX^=oî 

Emile. — Il est facile de le vérifier. Quand le premier har- 
monique se produit, la verge se divise en deux parties égales 
de longueur X et qui vibrent comme verge encastrée par un 
bout et fixée à l'autre (formule 33 du précédent dialogue). 

Le ton du premier harmonique a donc pour valeur 



C'est la valeur que vous obtenez en faisant n = i dans la 
formule (ii). 

Cette formule est donc générale. Elle donne même le ton 
fondamental en y faisant n = o. 

Paul. — Il est maintenant très-intéressant de comparer les 
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résultats qu'on déduit de votre formule générale (ii), avec 
ceur de l'expérience. 

Dans son remarquable ouvrage sur le son, le professeur 
Tyndall donne la série suivante pour les Ions harmoniques 
d'une yerge encastrée à ses deux bouts. 

Nombre de nœuds 



' Nombre proportionnel aux vibrations 

g, 25, 4g, 8i,... (3H-2n)'. 
Le terme général k' de celte série est 

(..«., *'=(.+¥)■■ 

La divergence n'est donc pas très-grande. 

Du reste, le professeur Tyndall ne donne la série des quarrés 
des nombres impairs que comme une loi approximative. 

On peut conclure de cette comparaison que votre théorie se 
trouve ici vérifiée par l'expérieDce. 

Emile. — îe passe maintenant au cas où la verge est en- 
castrée à un bout et libre à l'autre. 



La fig. 7a représente une verge de longueur l encastrée en A 
et libre à son extrémité B. 

L'expérience démontre que la verge peut se diviser sponta- 
nément, dans son mouvement vibratoire, en un certain nom- 
bre de parties séparées par des nœuds. La partie extrême dont 
le bout reste libre est notablement plus petite que les spires 
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intermédiaires. L^expérience démontre également la coexis- 
tence de rbarmonique et du ton fondamental^ celui-ci pon 
Tant ne pas être perceptible à Toreille^ mais étant toujours in- 
diqué par la vibration de la verge entière, c'est-à-dire de la 
ligne des nœuds. 

Je ne considère ici que le cas où les nœuds sont mobiles. 

Cette circonstance, qui ne se produit pas dans le cas que 
nous venons d'examiner, va jouer ici un rôle très-important, 
et nous permettre de déterminer très-simplement la figure de 
la verge déformée, dans Tune de ses positions extrêmes. 

Veuillez remarquer, en effet, que chaque nœud étant devenu 
mobile, le moment d'élasticité n'est pas nul en ce point, 
comme dans le cas précédent où le nœud restait immobile. 

Or, la présence d'un moment d'élasticité quelconque 
dans une section de la verge équivaut à un encastrement, 
puisque le collier d'encastrement peut être remplacé, 
dans le calcul de l'équilibre, par des forces A, appliquées aux 
fibres, et dont les efforts réunis constituent le moment 
d'élasticité. 

La conséquence immédiate de cette observation est que, 
dans le mouvement vibratoire transversal d'une verge élastique, 
tout nœud mobile doit être considéré comme un point d'en- 
castrement. 

Paul. — J'admets cette règle ; mais il me semble qu'il con- 
vient d'ajouter : à moins que ce nœud mobile ne soit un point 
d'inflexion du mouvement vibratoire total. 

Cette exception se présente précisément dans le cas de la 
verge encastrée à ses deux bouts. Les deux points d'inflexion 
y sont des nœuds moftto, et dépourvus cependant de moment 
d'élasticité. 

Emile. -— Je vous remercie pour cette réserve qui complète 
ma définition. 
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Comme dans le mouvement total de la verge que nous con- 
sidérons il n'y a aucun point d'inflexion , et que le moment 
d'élasticité n'est nul qu'à l'extrémité libre B^ j'en conclus que 
tous les noeuds^ sans exception^ sont des points d'encastrement^ 
que chaque spire vibre comme verge encastrée aux deux 
bouts, et que la partie extrême vibre comme verge encastrée 
à un bout et libre à l'autre. 

Si je désigne par n le nombre de noeuds^ et par x^là distance 
comprise entre le point d'encastrement A et le premier point 
d 'inflexion de la première spire^ distance égale à la longueur 
de la partie extrême^ j'aurai 

(12) J=(4nH-i)j?,, 

et en désignant par h la hauteur de l'harmpnique^ celle du 
ton fondamental étant i ^ 

(i3) A = (4n + i)*. 

Paul. — Vous êtes malheureusement ici en désaccord for- 
mel avec rexpérience. 

En effet , d'après votre théorie , le premier harmonique, 

correspondant à n=: i, aurait pour valeur 25. Le rapport entre 

le ton fondamental et le premier harmonique serait donc, 

d'après vous, 

1:25, 

tandis que l'expérience (voir Le Son de Tyndall) donne 

4:2s. 

Emile. — Je m'attendais à cette objection^ qui m'a donné 
beaucoup à réfléchir et qui m'a fait douter un instant de la 
règle de l'encastrement du nœud mobile. 

Hais je suis parvenu à expliquer cette divergence, en remar- 

24 
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quant que rextrémiié libre de la verge ne décrit psus^ dans le 
mouvement vibratoire, une simple ligne droite^ comme cela 
devrait avoir lieu théoriquement. Elle décrit ordinairement 
une ellipse, ce qui indique que la verge vibre dans deux direc* 
tions perpendiculaires Tune à Tautre. 

Les belles expériences de M. Wheastone, faites avec le kaléï- 
dophone, font magniflquement ressortir cette courbe. Quand 
aucun harmonique n'est produit, la courbe est continue. Mais 
dès qu'un harmonique résonne^ la courbe s'étoile et prend la 
forme d'un peigne circulaire dont les dents sont d'autant 
plus serrées que l'harmonique est plus aigu. 

Ces effets d'optique s'expliquent parfaitement par le double 
mouvement vibratoire de la verge entière, et par la superposi- 
tion des mouvements vibratoires du son harmonique. 

Veuillez remarquer maintenant que, dans les expériences 
où ces phénomènes se produisent, la verge est saisie dans les 
mâchoires d'un étau. Elle est bien encastrée dans un sens,, 
mais elle ne l'est pas dans Tautre. Perpendiculairement au plan 
des mâchoires de l'étau, elle vibre comme verge encastrée à 
un bout et libre à l'autre. Parallèlement à ce plan, elle vibre 
comme verge libre à ses deux extrémités. 

Or, les formules nous indiquent, et vous me l'avez fait re-^ 
marquer vous-même au commencement de notre séance, 
que le rapport des nombres de vibration par i^de ces deux 
modes était égal à o.25. 

Le ton de la verge libre à ses deux bouts est donc 4 ; et le 

rapport A donné par Tyndall est certainement celui du ton 

fondamental de la verge libre au ton du premier harmonique. 

Paul. — Votre explication me paraît très-plausible, et fait 
évanouir une première divergence qui eût été la condamna- 
tion de votre théorie. 
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Reste à savoir maintenant si vous êtes d'accord avec Tex- 
périence, en ce qui concerne la succession des liarmoniques. 
D'après Tyndall, les harmoniques suivraient la loi suivante: 

Nombres de nœuds 

I, 2, 3, 4..., n; 

Hauteur du ton harmonique 

, 9, 25, 49, 81..., (2n-f-i)». 

D'après votre formule (i3), cette loi serait: 

Nombre de nœuds 

Hauteur de l'harmonique 

I, 25, 81, 169..., (4n-M)'. 

Votre série est beaucoup plus divergente que celle de l'ex- 
périence, qui du reste n'est donnée que comme une approxi*- 
mation. 

Emile. — n est facile de reconnaître que la série donnée' 
dans l'ouvrage de Tyndall ne peut être mathémaliquementi 
exacte. 

Poisson indique lui-même cette série comme résultat appro- 
ximatif de ses calculs. 

D'après cette série, le véritable ton fondamental, c'est-à- 
dire celui que la verge produit en vibrant perpendiculairtK 
ment au plan des mâchoires de l'étau, étant i, la hauteur de 
l'harmonique correspondant à un nombre n de nœuds serait 

(i3W) ft=:(2n + i)*X^- 

Or, il est clair, d'après le principe de la transformation du 
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travail, que A doit toujours être enliw et impair; car si celte 
condition n'étiil pas remplie, non-seulement il y aurait dis- 
sonance entre l'harmonique et le ton fondamental, mais encore 
le magasin élastique ne s'annulerait pas quand la verge re- 
passe par sa position d'équilibre. Ce raisonnement a déjà été 
fait, à propos des tons harmoniques transversaux des cordes 
vibrantes. 

La formule ( 1 3 bis) ne satisfait à cette condition que lorsque 
2 n + i est un multiple de 3. Son inexactitude mathématique 
est donc démontrée. 

Je vais maintenant considérer le cas de la verge libre à ses 
deux bouts. 

Comme dans le cas précédent , je supposerai que la verge 
rend à la fois l'harmonique et le ton fondamental, ce dernier 
pouvant ne pas être perceptible à l'oreille. 

En appliquant ici le principe de l'encastrement du nœud 
mobile, et eu observant qu'il n'y a aucun point d'inflexion 
dans le mouvement vibratoire lotal de la verge libre à ses 
deux bouts, la forme de la verge rendant un ton harmonique 
quelconque se trouve immédiatement déterminée. Elle est re- 
présentée dans la fiij. •j'i. 



Chaque nœud étant un point d'encastrement , une spire 
quelconque vibre comme verge encastrée à ses deux bonis, 
tandis que les deux tronçons extrêmes vibrent comme verge 
encastrée à un bout et libre à l'autre. 

La longueur totale de la verge étant t, le Ion fondamental 

est proportionnel a -• (Dial. n° 21, sixième cas } 
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La longueur d'une spire étant 4 ^t » ^^ ^^ harmonique est 
proportionnel à — •,• (Dial. n* 21, premier cas.) 
Le nombre des nœuds étant n, on a 

2a?i4-4(w — l)Xi=:l, 

d'où 



(i4) x,= 



4n — 2 



La hauteur h du ton harmonique^ celle du ton fondamental 
étant prise pour unités sera donc 

(i5) /i = r!_^ — ^ = (2n — i)*. 

4 

Il est à remarquer que, dans le cas considéré^ la verge de- 
Tant conserver une forme symétrique^ le nombre minimum 
des nœuds est de 2. 

La succession des tons harmoniques d'une verge libre à ses 
deux bouts, et qui donne en même temps le son fondamental, 
est donc la suivante : 

Nombre de nœuds 

o^ 2f 3^ 4" '9 f^i 
Hauteur de l'harmonique 

i^ 9> 25, 49..., (2n — i)\ 

PauL — Je constate, avec une certaine satisfaction, que 
vous êtes ici complètement d'accord avec l'expérience. 

Le premier harmonique correspond à la formation de deux 
nœuds, dont votre formule (i4) assigne la position à un 
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sixième de la longueur de la verge^ à partir de chaque bout. 
Ce calcul est parfaitement vérifié par l'expérience (*). 

Emile. — Nous n'avons fait, pour ainsi dire, qu'effleurer 
cette question si intéressante des vibrations des corps solides 
élastiques, et pour laquelle l'expérience marche en avant de 
la théorie, lui servant ainsi de guide. 

Que de phénomènes acoustiques restent encore à expliquer 
théoriquement ! 

Je me suis borné aux principaux. Le temps m'a manqué pour 
pousser plus avant des recherches pour lesquelles j'ai trouvé 
les éléments les plus précieux dans le remarquable ouvrage du 
professeur Tyndall. 

Je vous propose de nous arrêter ici. 

Dans notre prochaine séance, j'ai l'intention de traiter la 
question des vibrations des ondes sonores , et d'en déduire la 
valeur de la vitesse de la propagation du son dans un gaz 
f)ermanent. 



(*) Le Son, par Tyndall, page 441. 



I 
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La vitesse de propagâLtion du son. 



ÉlablissemeDt d'une formule générale pour la 'vitesse de propagation du 
son dans ud gaz quelconque permanent. — Calcul du magasin élas- 
tique supplémentaire E, de l'onde sonore, lequel n'est autre f[ue !e 
magasincalorifiquedéveloppéparla vibration.— Calcul du déplace- 
ment du centre de gravité de l'onde sonore. — Loi de la variation de 
la vitesse du son dans les gaz permanents. — La vitesse théoriqm du 
son dans l'atmosphère est supérieure d'environ un œntième à la 
vitesse expérimentale. — Explication de cette petite divergence. 

Emile. — Le but que je me propose aujourd'hui est l'éta- 
blissement d'une formule générale [lour la vitesse de propaga- 
tion du son dans un gaz permanent, c'est-à-dire iiarfaitement 
élastique. 



La fig. 74 représente un tube borizontal de longueur indéfi- 
nie, et dont je prendrai la section constante comme unité de 
surface dans mes calculs. 

Ce tuyau est rempli d'un gaz permanent dont la densité 
(poids du mètre cube) est ^. Sa température est supposée la 
même sur toute la longueur du tube. 

Deui pistons sans masse A et B sont placés aux deux extré- 
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mités du tube et servent à isoler le gaz de l'air ambiant, tout 
en le maintenant à la pression atmosphérique u qui s'exerce 
9ur les faces extérieures de ces deux pistons. 

Dans ces conditions, la colonne gazeuse est assimilable aune 
verge élastique. 

L'expérience nous indique du reste que celte verge gazeuse 
Tibre longitudinalement, suivant les mêmes lois que les verges 
solides. 

La verge solide vibrante éprouve un frottement de la pari 
de l'air ambiant qui lui sert d'enveloppe. 

La verge gazeuse vibrante éprouve un frottement analogue 
de la part de son tube enveloppe. 

Nous avons négligé cette cause de résistance dans l'analyse 
du mouvement vibratoire de la verge solide. Pour mettre la 
verge gazeuse dans les mêmes conditions que la verge solide, 
nous devons la négliger également dans l'analyse qui va suivre. 

Dans le mouvement vibratoire de la verge solide, le travail 
passe directement et sans intermédiaire de la forme dynami- 
que à la forme élastique et réciproquement. 

Dans le mouvement vibratoire de la verge gazeuse, le tra- 
vail passe également de la forme dynamique à la forme élas- 
tique, mais eu prenant intermédiai rement la forme calorifique. 
Nous savons en effet que toute condensation est accompagnée 
d'un dégagement de chaleur et que toute dilatalion est accom- 
pagnée d'une production de froid. Nous savons également que 
cette émission de chaleur en plus ou en moins se traduit in- 
stantanément parune augmentation ou par une diminution du 
magasin élastique gazeux. 

Dans le cas de la verge gazeuse, le travail prend donc suc- 
cessivement les trois formes dynamique , calorifique et élas- 
tique. 

On peut supposer aussi petit qu'on voudra le temps peDd^nt 
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lequel le travail reste à l'élal caloriQque-, mais pour qu'il n'y 
ait aucune perte de travail, il faut nécessairement admettre que 
toute la chaleur émise en plus ou en moins , dans le mouve- 
ment vibratoire, restera acquise intégralement à la masse 
gazeuse et qu'aucune parcelle n'en sera distraite au profit de 
l'enveloppe. 

Pour pouvoir analyser le mouvement vibratoire d'une verge 
ga2euse, il faut donc admettre que l'enveloppe tabulaire ne 
réagira sur le gaz, ni par frottement ni par radiation. 

Fan!. — Cette double condition me parait difficile à réaliser 
dans la pratiqii 

Emile. — Sans aucun doute. Cependant, elle se trouvera 
eomplélemml réalisée , si le mouvement vibratoire se produit 
dans une atmosphère indéfinie formée par le gaz que nous con- 
sidérons. 

Dans ce cas en efifet, la colonne gazeuse se trouvera renfer- 
mée au milieu d'autres colonnes de même nature qui vibre- 
ront parallèlement ; et toute inOueuce de la part de l'enveloppe 
aura disparu. 

Paul. — Je comprends parfaitement; mais celte situation 
ne peut se réaliser pratiquement que pour l'air atmosphérique, 
et encore à une certaine distance du sol. 

Emile.— Quoiqu'il en soit, si nous négligeons toute influence 
de ta part de l'enveloppe, la colonne gazeuse de la fig. 74 s*^ 
trouve dans tes conditions des corps élastiques solides, bomo- 
gènes et de forme symétrique, dont le nombre de vibrations 
par seconde est donné par la formule générale 



N = 



/âÂ. 



H'accordez-vous cela? 

Faol. — Je ne vois aucun motif pour le contester. Que le 
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corps élastique Yibrant soit solide ou gazeax, que le trayail 
passe ou non par l'état caloriQque iotermédiaire, qaand il se 
transforme, le raisoaaement qui sert de base à rétablissement 
de la formule géoérale précédente n'en subsiste pas moins. 

Emile. — Je suppose alors que par suite d'une influence so- 
nore, le piston sans masse Â^ de la fig. ji, enbre en vibration. 
Le mouTement vibratoire se^ropagera dans la colonne gazeuse; 
laquelle^ puisque sa longueur est indéfinie par hypothèse^ 
devra se partager en un certain nombre de parties qui vibre- 
ront toutes à l'unisson avec la source sonore. 

Des nœuds de vibration Hi, n,, n,... se formeront le long de 
la colonne. 

Des ventres de vibration tels que Vi, v^ v^... entreront suc- 
cessivement en mouvement ; et quand le mouvement vibra- 
toire se sera propagé jusqu'à l'extrémité B de la colonne^ le 
piston B jouera à son tour^ de même que le piston A^ le rôle de 
ventre de vibration. 

En désignant par 2X la distance qui sépare deux nœuds 
voisins, et par t le temps employé par un ventre de vibration 
pour passer d*une position extrême à sa position d'équilibre, 
j'aurai, en désignant par Y la vitesse du son dans le gaz consi- 
déré, et en observant^ comme dans notre précédent dialogue, 
qu'un ventre quelconque i?« a dû entrer en vibration au bout 
du temps 2 1, mesuré à partir de l'époque de la mise en mou- 
vement du ventre précédent v,^^ , 



(I) V=|^=i = 4NX; 



N étant le nombre de vibrations complètes par seconde de la 
source sonore, des pistons A et B, d'un ventre quelconque. 
Remplaçons^ dans la formule (i), N par sa valeur générale, 
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et nous aurons 

(2) V = — \/^, 

soit, en remplaçant m par sa valeur ; 



Le problème se trouve ainsi réduit à la détermination du 

coefficient A = -r* 

Dans le cas que nous considérons^ le corps vibrant possède 
déjà un magasin élastique^ à l'état de repos> et dont la valeur 
est2tTX. 

El représente donc le supplément de magasin élastique ac- 
quis par la colonne gazeuse, dans Tune des deux positions 
extrêmes du ventre de vibration. 

Fig. 75. 



La fig, 75 représente une onde sonore, c'est-à-dire la partie 
de la colonne gazeuse comprise entre deux nœuds voisins fin 
et n^^. 

Soit Xi le maximum du déplacement du ventre Vn par rap- 
port à sa position d'équilibre ; 

V5^ la pression du gaz dans la partie condensée dont la lon- 
gueur est X—a?i; 

ù" la pression du gaz dans la partie dilatée dont la longueur 
esfk+x^. 
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La valeur de E| est évidemment 

(4) £4 = ty' (X— ajO-Hcy" (X-HJ?,) — 2uX. 

rs' est la pression totale du gaz comprimé, sans perte de cha- 
leur^ et avec le concours de la pression atmosphérique cons- 
tante xs. D'après la dernière des formules (17) de notre dialogue 
n"" i5^ laquelle, comme vous vous le rappelez^ n*est autre que 
réquation de Laplace et Poisson simplifiée^ nous aurons 

et de même 

(6) xs"=xs ^' 



J'en déduis immédiatement 

Je mets cette valeur de E^ sous la forme 

En observant maintenant que le rapport ^ ^^^ extrêmement 
petit, et en négligeant son quarré, j'obtiens finalement 

(8) E=^^. 

Telle est la valeur du supplément de magasin élastique E^. 

Reste maintenant à déterminer la valeur du déplacement e^ 
du centre de gravité de la masse gazeuse. 

Paul. — C'est ici qu'une hypothèse sur la répartition de la 
matière est nécessaire. 
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Emile. — CoRirne dans tous les cas que nous avoas déjà 
(raités. 

Je ne puis admettre, comme pour la verge solide, que la 
matière se répartit uniformément dans la partie condensée et 
dans la partie dilatée, puisque je me trouverais en désaccord 
avec l'observation qui nous indique que ta densité reste inva- 
riable aux environs du ventre de vibration, tandis qu'elle aug- 
mente et diminue aliernaiivemenl aux environs du nœud. 

Pour rester d'accord avec l'observation, j'adopte le mode de 
déformation représenté par la pg. 76- 




Qnand leventre de vibration 0' s'avance vers le nœud B, en 
raison de la parfaite élasticité du gaz, l'excès de pression est 
immédiatement transmis sur le nœud B,qui joue ici le rôle d'un 
plan vertical flxe. Le gaz reflue alors de B, vers A; et une masse 
égale à celle de la tranche a;, s'épanouit uniformément sur une 
certaine longueur a, en refoulant devant elle la chaleur de la 
compression, laquelle se répartit uniformément sur la lon- 
gueur X — ar, — a. 

Pendant ce temps une masse gazeuse égale à celle de la tran- 
che X, a été, pour ainsi dire, soutirée sur une longueur a' me- 
surée à partir du nœud A, et a servi à maintenir la partie 
l + œ, — a' à la densité constante S. Le froid de la délente s'est 
réparti uniformément sur celte dernière partie, dont la pres- 
sion totale s'est ainsi abaissée au niveau de celle de la partie a'. 

Vous voyez que dans ce mode de répartition la matière se 
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condense et se dilate alternativement aux environs du nœud, 
la densité reste invariable aux environs du ventre et que la 
chaleur de la compression se trouve répartie d'un côté du ven- 
tre^ tandis que le froid de la détente occupe une position symé- 
trique de Tautre côté. 

Dans chaque partie extrême a et a^ la température reste 
invariable. Elle varie au contraire en plus ou en moins dans 
chaque partie centrale. 

Il résulte de là que dans la partie extrême^ la pression effec- 
tive varie en plus ou en moins^ tandis que la pression calori- 
fique est toujours nulle. 

Au contraire^ dans la partie centrale^ c'est la pression calori- 
fique qui varie en plus ou en moins, tandis que la pression 
effective est toujours nulle. 

Pour que ce système puisse concorder avec la théorie de la 
compression et de la détente des gaz, sur laquelle je me suis 
basé pour le calcul du magasin élastique E^, il est nécessaire 
que la pression totale sur une section quelconque soit cons- 
tante et égale à -rr rr dans la partie condensée, et à 75— — r^ 

dans la partie dilatée. 

Telle est la condition à laquelle doivent satisfaire les deux 
longueurs a et a^, et qui va me servir à les déterminer. 

Si la matière gazeuse s'était uniformément répartie sur toute 
la longueur X — a?i, la pression effective p aurait bien la valeur 

donnée par la formule p=r — ^, (formules (17) du dialogue 

n» i5). Hais la masse de la tranche Xi s'étant répartie seule- 
ment sur la longueur a, la pression effective n'est plus la même. 
Je la désigne par j/. 

Si la pression effective a changé, le magasin de travail élas- 
tique effectif a dû rester constant. Dans le premier cas sa valeur 



LA VITESSE DE PROPAGATION DU SON. 383 

est 

p (X— a;J=c3r^j. 

Dans le second cas, sa valeur est 

Donc 

(9) P'=^*. 

Je raisonne de même à Tégard du magasin calorifique. Dans 
le cas d'une égale répartition de la chaleur sur la longueur 
X — Xiy sa valeur est 

q(k — x^)=T3' — - (formules 17 du dialogue n® i5). 

A — X. 

Dans le cas où la chaleur est accumulée sur la longueur 
réduite X— Xj — a, sa valeur est, en désignant par q' la nou- 
velle pression calorifique 

Donc 

(10) g' = Cy ,-r r; ^^r :• 

Je traduis maintenant analytiquement la condition énoncée 
ci-dessus, relativement à la pression totale, en posant lequa- 
tien 

qui exprime à la fois que la pression totale est la même dans 
la partie a et dans la partiel — Xi — a, et que cette pression 

totale est bien rsr r;, comme si matière et chaleur s'étaient 

(A — flPJ 

uniformément réparties sur la longueur l—Xi. 
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En remplaçant, dans l'équation (i i)^ p' et q^ par leurs valeurs 
tirées des équations (9) et (10), j'obtiens d'abord 

^ ~ (X— xi)'— a (X — a?,) • 
d'où je tire 

Il est facile de Toir maintenant que l'égalité 

, wX« 

est satisfaite. 
Nous avons en effet 

Pour obtenir maintenant la valeur de a^, il me suffit de 
changer le signe de Xi dans la formule (12); ce qui me donne 

(i3) a^=Q^^. 

^ ^ 2k+X^ 

On reconnaîtrait facilement que la condition exprimée par 
réquation (11) est également satisfaite pour la partie dilatée. 

Telles sont les valeurs des longueurs a et a', qui vont main- 
tenant me permettre de calculer le déplacement d du centre 
de gravité de la colonne gazeuse vibrante AB. 

Paul. — Avant de pénétrer plus avant dans la question^ je 
tiens à vous soumettre une observation qui n'a d'ailleurs rien 
d'hostile. 

Il me semble que votre hypothèse sur la répartition de la 
matière et de la chaleur, en conformité du reste avec l'obser- 
vation, vient d'être vérifiée par la théorie elle-même. La théo- 
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rie ne peut admettre en effet qu'un mode de répartition qui 
satisfasse à la double condition exprimée parTéquation (ii). 
Votre hypothèse remplit parfaitement cette double condition ; 
et il me semble difflcile^ sinon impossible, d^en trouver une 
autre qui donne à toutes les tranches condensées et dilatées 
une pression constante et déterminée à Tavance. 

Je vous avoue qu'au début de noire entretien je n'avais pas 
une confiance absolue dans le succès de votre entreprise. En 
vous voyant résolu à donner Tassant à la formule actuelle <ie 
la vitesse du son, je tremblais, et je ne puis encore m'empê- 
cher de trembler pour vous, en apercevant sur la brèche les 
grandes figures de Newton et de Laplace. 

C'est qu'en effet votre situation est passablement critique. 
Votre théorie de la compression et de la détente des gaz attr i- 
bue nécessairement la valeur 2 au rapport y à^s deux chaleurs 
spécifiques. Ce rapport entre dans la formule de la vitesse «lu 
son, formule donnée par Newton et corrigée par Laplace. Eu 
lui attribuant la valeur approximative de i .40, qui est consa- i 
crée par les expériences de physiciens distingués, la formule 
de Laplace concorde sensiblement avec la vitesse expérimen- 
tale, dont la valeur, eu égard à la grande échelle sur laquelle 
les mesures ont été prises, doit cire considérée comme th'S- 
approchée de la vitesse théorique. 

Je vous le répète, mes inquiétudes ne sont pas encore dissi- 
pées, bien que votre hypothèse pour la détermination de e^ me 
paraisse la seule admissible au point de vue théorique. 

Emile. — Votre observation est celle d'un véritable ami de 
la science et du progrès. Elle me touche profondément. 

Rassurez-vous d'abord. La suite du calcul, qui touche à su 
fin, va nous prouver que la théorie et l'expérience sont ici d'i c- 
cord, autant qu'on peut le désirer. Il ne saurait du reste en 
être autrement, puisque la théorie est basée sur le grand [iriti- 

25 
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cipe absolu et indiscutable dé la transformation et de la con- 
servation du travail . 

Je reprends la suite de mon calcul. 

Dans le mode de répartition représenté sur la fig. 76, la den- 
sité n'a pas varié dans les deux parties centrales. La partie 
extrême a se trouve surchargée de la masse x^ dont se trouve 
allégée la partie a^ Le déplacement du centre de gravité de la 
masse entière équivaut donc à celui du centre de gravité de la 
masse 0?!, comme si elle passait de a^ en a. Nous obtenons ainsi 

(i4) 2ye, = œ,(2'k^^±^y 

soit, en remplaçant a et a' par leurs valeurs, 

,.5, 4>e, = .,(4.-Û^--^), 

ce qui donne, tout calcul fait^ 

__ 3X' - arf _ / 




soit finalement, en négligeant comme nous l'avons déjà fait, 



le quarré de y» 








(i5) 




3 
4 




La valeur de A est donc 








2X3X1 




(6) 


A= 


E,_ X _ 


32CÏ 


'«î~ 9^î "" 


■9)^ 
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• Je reporte cette valeur de A dans la formule (3), et j'obtiens, 
pour la TÎtesse de propagation du son dans le gaz considéré , 



(17) ^-irv"«r-TV?n5""^3ïV~T"* 

Telle est la '^nouvelle formule qui résulte de l'application 
des deux théories que je vous ai exposées pour la compression 
et la détente des gaz, et pour les mouvements vibratoires des 
corps élastiques. 

Paul. — Le premier résultat à constater ici, c'est que les vi- 
tesses de propagation du son dans deux gaz permanents, dont 
les pressions et les températures sont les mêmes, sont inverse- 
ment proportionnelles aux racines quarrées de leurs densités. 

Cette loi est généralement admise dans le monde savant, et 
vient d'être vérifiée, d'une manière assez remarquable, par de 
récentes expériences de H. Regnault. 

Hais ceci ne suffit pas pour faire ressortir Texactitude abso- 
lue de votre formule (17). 

Il faut maintenant comparer le résultat qu'elle donne pour 
l'air, à la vitesse expérimentale du son dans l'atmosphère. 

Pour la température o et la pression barométrique o^.yS, on 
a ^ = 1^^.2932 et ny= 10,333 kil. 

Votre formule donne dans ces conditions, et en nombre 
rond, 

(18) V= 336 mètres. 

Le chiffre généralement admis dans les mêmes conditions, 
d'après les expériences faites, est d'environ 333 mètres. 

La vitesse théorique surpasserait donc la vitesse expérimen- 
tale d'un centimètre environ. 

Emile. — Ceci ne doit pas vous surprendre. 

En y réfléchissant, vous reconnaîtrez que la vitesse théorique 



^ 
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eBt un maximum qu'il est bien difficile siaon impossible d'obte- 
nir dans une expérieDce. 

La vitesse théorique suppose d'abord une constance absolue 
dans les valeurs de la pression atmosphérique et de la densité 
de l'air sur tout le parcours horizontal de la colonne gazeuse. 
Elle suppose en outre que l'influence de la radiation est complè- 
tement nulle, c'est-à-dire que la pression caloriflque est tou- 
jours égale à la pression effective. Cette dernière pression ne 
peut être influencée par les corps environnants; mais il n'en 
est pas de même de la pression calorifique qui ne peut se main* 
tenir qu'à la condition qu'aucune parcelle de la chaleur émise 
en plus ou en moins ne sera distraite par l'influence des corps 
environnants. 

De telles conditions, la dernière surtout, sont-elles réalisa- 
bles dans une expérience faîte à la surface du sol î 

Parmi les expériences les plusimportantesqui ont été entre- 
prises pour la mesure de la vitesse de propagation du son dans 
l'atmosphère, on cite celle exécutée par le Bureau des longi- 
tudes en 1822, entre Villejuif et Monlhléry, sur la distance de 
i8,tii3 mètres. Les noms des savants qui ont dirigé cette 
grande expérience garantissent l'exactitude des résultats con- 
statés . 

Itfais il nous serait permis de leur demander : 

1° Si le parcours de l'onde sonore dont ils ont mesuré la 
vitesse était horizontal ; 

20 Si, en faisant glissiîr un baromètre et un thermomètre sur 
tout le parcours de cette onde, ces deux instruments auraiej 
constamment indiqué la même pression et la môme tempéi 
ture; 

3° Si l'onde sonore était assez éloignée de la surlace du sol] 
des habitations, des arbres, etc., etc., pour qu'on pût négliger 
toute influence due au rayonnement. 



4 
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Il n'est pas surprenant du tout que la vitesse expérimentale 
soit inférieure à la iritesse théorique. Je dirai plus : il doit en 
être ainsi. 

Ici se termine la communication que j'avais à tous faire. Il 
me reste à vous remercier pour Taltention soutenue que tous 
m'airez donnée^ et pour rintérêt que vous avez paru prendre 
aux questions que j'ai traitées. 

Paul. — C'est moi; mon cher Emile, qui doit tous remer- 
cier > car votre communication m'a vivement intéressé. 



FIN. 
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